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‘2. 分 析 力 学 


固定 点 o 所 引 的 矢 径 +, 或 直角 举 标 x; ,yw , x; 所 确定 ,为 了 简单 计 ,有 讨 也 将 系统 的 所 有 坐标 
按 统 一 序号 记 汶 于 .这 样 第 i 个 质点 的 坐标 为 za s TI sa 。 务 质点 的 位 置 确 
定 以 后 ,这 时 整个 系统 的 位 置 和 形状 也 就 确定 了 ,我 们 称 之 为 位 形 。 系 统 运动 时 位 形 也 将 随 
时 间 不 断 发 生变 化 。 
2. 约束 
系统 运动 时 如 果 各 质点 的 位 置 、 速 度 等 受到 一 定 的 限制 , 则 称 这 种 限制 为 约束 。 
例如 :中 用 一 根 无 质量 的 刚性 杆 连接 两 个 小 球 ( 质 点 ) ,运动 时 由 于 刚性 杆 的 存在 使 两 
球 心 的 距离 始终 保持 不 变 。 这 里 刚性 杆 构成 了 对 质点 系统 的 约 东 。 
多 如 导弹 追 啼 目标 时 ,要 求 其 飞行 方向 这 里 也 就 是 速度 方向 应 时 尘 对 蕉 目标 。 这 里 并 
设 有 一 个 具体 的 实物 来 限制 导弹 的 飞行 速 座 的 方向 ,这 种 约束 关系 是 通过 导弹 的 控制 系统 
来 实现 的 。 
3. 约束 方程 
从 上 面 的 两 个 例子 中 我 们 可 以 看 出 约 东 的 形式 和 机 理 是 不 同 的 ,但 它们 却 有 共 间 的 本 
质 , 那 就 是 使 得 系统 中 的 某 些 或 全 部 质点 的 位 置 、 速 度 等 一 些 运 动 学 要 京 受到 了 一 定 的 限 
制 , 换 句 话说 这 些 运动 学 要 素 必 须 满足 一 定 的 条 件 ,这 种 条 件 可 以 用 下 面 一 般 形 式 的 数学 方 
程 来 统一 表示 , 即 
fir,t)=0 {a = 1,2,..,4) (1 —1) 
或 
frat) =0 (f=,2,.,g) (1 ~ 2) 


其 中 了 是 zi ,zzzsw 的 全 体 ,二 中 的 ， 表示 该 字母 的 量 对 时 间 的 导数 (如 三 = 尝 )， 


而 主 则 是 三 ,, 志 ;，… ,zan 的 全 体 ( 这 种 用 一 个 不 带 下 标的 字母 代表 有 下 标的 同一 字母 的 全 
体 的 简化 记 法 今后 将 一 直 采 用 ,不 再 作 说 明 )。 
我 们 将 这 种 用 来 描述 约束 关系 的 数学 方程 (1 - 1) 或 式 (1 - 2) 称 为 约束 方程 有 时 为 了 
简便 起 见 也 将 约束 方程 (1 - 1) 表示 成 如 下 的 矢 径 形 式 ， 
无 (rt 三 {a = 1,2,",1) (1 — 3) 
或 
frrf,1t)=0 (Pp = 1,2,.",g) (1 ~ 4) 
其 中 > 是 质点 的 矢 径 , 找 表 下， 的 全 体 。 
例 1~-1 如 图 1 一 1 所 示 , 一 个 质点 被 限制 在 
一 个 不 断 脱 胀 的 球面 上 运动 , 写 出 此 情况 下 质点 的 
约束 方程 。 
解 ”将 球 的 半径 记 为 R(z), 则 约束 方程 为 
r+y+z— Ri)=0 
例 1-2 如 图 1-2 所 示 , 用 一 个 不 计 质 量 且 
不 断 改 变 长 度 的 细 杆 将 质点 A 与 国定 点 联结 , 写 出 
此 情况 下 的 质点 的 约束 方程 ， 
解 ”将 村 的 长 度 记 为 (1), 则 约束 方程 为 
r+y+e -l(t =0 图 1 一 ! 


1 基本 概念 及 基本 定理 “3 


疼 1-2 图 1 -3 


例 1-3 如 图 1 一 3 所 示 , 导 弹 有 A 追击 目标 B, 要 求 导弹 速度 方向 总 指向 目标 , 试 写 出 
约束 方程 。 

解 系统 由 4 ,有 号 两 个 质点 组 成 ,位 置 可 用 rs ,rs 来 描述 , 则 速度 方向 应 分 别 为 #。， 
fa ,其 直角 坐标 应 为 EAA TA Bs YA + TH 及 za YA ;A ;Ta ,VB ;区 :根据 题 义 维 曙 方程 
应 这 样 表示 为 


Pa _ Fp Fa 
EF 1 Tes 和 Fa | 
实际 计算 时 我 们 应 将 上 式 回 三 个 坐标 轴 方 向 上 投影 ,这 样 有 


1 ，_ 1 _ 
TPR 
1 ，_- 

[FaT>4 TFs — Pal (ys — ya) 


1 ， 1 
[FaT** = [Fs — FT {zg — za) 
也 可 将 上 面 三 式 写 成 如 下 更 为 简单 的 形式 ; 
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一 


(G5 ie (5 -二 =0 


Lm 


1.1.2 约束 的 分 类 


从 例 1 - 工 和 例 1 2 中 我 们 可 以 看 出 两 个 结构 不 同 的 约束 却 有 着 相同 的 约束 方程 ,在 
分 析 力 学 中 ,由 于 我 们 关心 的 是 各 质点 间 的 位 置 、 速 度 等 所 应 满足 的 关系 ,而 不 是 约束 的 具 
体 结构 ,因而 对 于 人 鲍 1 - 1 和 例 1 - 2 中 的 商 种 约束 也 就 无 需 区 别 , 也 就 是 说 ,今后 所 说 的 约 
束 , 仅 是 指 约 束 方程 而 言 ,而 不 追究 其 具体 结构 。 因 而 约束 的 分 类 我 们 自然 也 就 是 完全 按 约 
束 方程 的 不 同类 型 而 区 分 。 

1 .完整 约束 和 非 完整 约束 

完整 约 东 一 一 在 约 东 方程 (1 - 1) 或 (1 一 3) 中 如 果 仅 含 坐标 x 和 时 间 : ,而 不 含 速度 立 
时 ,这 时 的 约束 称 为 完整 约 东 或 几何 约束 。 


.4 ， 分 析 力 学 


这 也 就 是 说 完整 约束 只 限制 系统 各 质点 的 位 置 而 不 限制 速度 ,完整 约束 的 约束 方程 具 
有 如 下 的 数学 表达 式 : 
Fx,t)=0 (a = 1,2,.,1) (1—1) 
或 
和 (rt)y = 站 (a = 1,2,.,4) (1 — 3) 
非 完 整 约束 一 一 在 约束 方程 (1 - 2) 或 (1 - 4) 中 既 含 有 坐标 x 和 时 间 1 ,又 含有 速度 之 
时 ,这 时 的 约束 称 为 非 完 整 约束 。 
这 也 就 是 说 非 完整 约束 对 于 各 质点 的 速度 也 进行 了 限制 , 非 完 整 约 柬 的 约束 方程 具有 
如 下 的 数学 表达 式 ; 
(r,t.1t}=0 (B= 1,2,..,g) (1 一 2) 
或 
CrPt = 0 (B= 1,2,..,g) (1 — 4) 
也 就 是 说 系统 除了 位 形 党 到 限制 外 ,系统 中 各 质点 坐标 对 时 间 的 导数 ( 速 讼 .加 速 府 等 ) 
也 受到 了 一 定 的 限制 。 在 非 完整 约束 中 最 简单 也 是 最 常见 的 一 种 情况 是 所 谓 的 “一 阶 线性 非 
完整 约束 "一 一 其 特点 是 仅 速 度 受 到 限制, 且 约 束 方程 中 被 限制 的 速度 以 线性 项 的 形式 出 
现 , 即 


3N 
DAsistAg=0 (p=12,.%,g8) (1 — 5) 


上 式 中 的 As ,As 都 是 z.! 的 函数 。 

这 样 我 们 上 面 讲 的 例题 中 例 -1 - 1 和 网 1 一 2 中 的 约束 应 为 完整 约束 , 讽 1 - 3 中 的 约束 
应 为 一 阶 线性 非 完 整 约束 。 

例 1-4 如 图 1 -4 所 示 , 冰 刀 在 平面 上 清 
动 ,冰刀 中 点 的 速度 始终 沿 冰 刀 的 轴线 方向 , 试 写 
出 冰刀 所 受 的 约 东 方程 。 

解 ”我们 采用 笛 卡 尔 坐 标 , 冰刀 的 位 置 由 普 
刀 两 端点 的 坐标 来 描述 记 为 {zi yy (zayyazjo 首 
先 来 看 这 两 组 描述 系统 位 形 的 坐标 受到 了 哪些 限 
制 即 约 束 。 设 冰刀 的 长 讼 为 !, 则 有 

(zi1- x ty -=0 {a) 

另外 ,冰刀 中 点 的 速度 始终 注 谈 刀 的 轴线 方向 , 设 


冰刀 中 点 的 坐标 为 (zx,y), 则 有 1 
站 | 十 了 2 二 
“7 2 >" 
根据 题 意 应 有 约束 方程 
A 
到 | 
即 二 十 王 ? V1 + Ya 
TI | 
整理 可 写 或 


{yy ty yt zi 一 二 (150 (b) 


1 基本 概念 及 基本 号 理 "5*: 


式 (a) 是 完整 约束 , 式 (b) 是 一 阶 线性 非 完 整 约束 。 
在 本 书 中 以 后 如 无 特别 说 明 , 非 完整 约束 均 指 一 阶 线性 非 完整 约束 。 
对 于 非 完 整 约束 方程 式 (1 - 2) 也 常常 写成 微分 的 形式 


3 

2 hadr +t Asdt =0 (B=1,2,.,8) (1 -6) 
因此 , 非 完 整 约束 有 时 又 称 为 微分 约 东 ,如 果 微 分 约束 可 积 成 有 限 形式 ,如 : f(x,t) = Cy， 
(8 = 1,2,…,g) 其 中 Cr 是 积分 常数 ,这 种 微分 约束 可 称 为 可 积 微分 约束 , 它 实质 上 就 是 完 


整 约束 ,因此 ,在 以 后 我 们 所 说 的 微分 约束 都 是 指 不 可 积 的 微分 约束 。 
有 时 也 需要 将 完整 约束 (1 - 1) 写成 微分 约束 的 形式 ,只 要 将 (1 - 1) 式微 分 处 理 即 可 : 


Whedz, + dt =0 (a = 1,2,.,1) (I —7) 
车 将 式 (1 - 7) 春 成 是 微分 约束 ,那么 它们 就 是 可 积 微 分 约束 。 
下 面 肯 定义 两 个 概念 : 


中 完整 系统 一 一 只 有 完整 约束 的 系统 称 为 完整 系统 ; 

多 非 完整 系统 一 一 具有 非 完 整 约束 的 系统 称 为 非 完整 系统 。 

完整 系统 不 能 任意 占据 空间 位 置 ,这 是 因为 完整 系统 对 系统 各 点 的 位 置 加 上 了 限制 。 若 
系统 只 有 非 完整 约束 , 则 系统 可 以 占据 空间 的 任何 位 置 ,但 在 这 些 位 置 上 各 点 的 速度 都 要 受 
到 非 完整 约束 的 限制 。 

2. 定 常 约束 和 非 定 常 约束 

定常 约束 一 一 当 约 束 方程 中 不 显 含 时 间 时 , 称 这 种 约束 为 定常 约束 。 

非 定常 约束 一 一 当 约 束 方程 中 显 含 时 间 时 , 称 这 种 约束 为 非 定 常 约束 。 


其 约束 方程 分 别 为 ; 
定常 约束 : 
flr)=0 (a = 1,2,..,1) (1 — 8) 
flx,2)=0 (B= 1,2,.,g) (1 -9) 
非 定常 约束 ， 
fxr) =0 (a= 1,2,..,7) (1 -1) 
frit) =0 (B= 1,2,..…,g) (1 — 2) 
另外 再 定义 两 个 概念 : 
中 定常 系统 一 一 只 具有 定常 约束 的 系统 
称 为 定常 系统 ; u(t 
@ 非 定常 系统 一 具有 非 定 常 约束 的 系 。“” ’ 
统称 为 非 定常 系统 。 
3, 单 面 约束 和 双 面 约束 | 
双 面 约束 一 一 在 约束 方程 中 ,用 等 式 表示 
的 约束 称 双 面 约束 ; 
单 面 约束 一 一 约束 方程 如 果 用 不 等 式 表 mp 


示 , 则 称 单 面 约束 。 
例 1 -5 一 单 摆 由 质量 为 六 ,长 为 了 的 轻 “ 
杆 组 成 , 鼎 挂 点 以 y = wuft) 运动 如 图 1 - 5 所 图 1-5 
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示 , 试 列 写 问 题 的 约束 方程 ,并 说 明 约 束 是 完整 的 还 是 非 完 整 的 ,是 定常 的 还 是 非 定常 的 ,是 
双 面 的 还 是 单 面 的 ? 
解 。” 设 所 的 坐标 为 (x, ,y, ), 则 约 东 方程 为 
x + (yat = 
x +t yh yu(t) = ~ w(t) 


约束 是 完整 的 、 非 定常 的 , 双 面 的 。 
1.2 广义 坐标 .广义 速度 和 广义 加 速度 


在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 确定 系统 的 位 形 均 采 用 了 条 卡尔 坐标 ,也 就 是 用 了 这 样 一 组 参 
数 ,= ,zz，…zsn，, 那 么 描述 系统 的 位 形 是 否 一 定 要 用 这 样 3N 个 参数 呢 ? 很 显然 不 一 定 非 
得 要 这 样 做 ,如 图 1 -6 所 示 的 机 构 , 确 定 系统 的 位 形 只 要 用 一 个 角度 p 就 可 以 了 。 对 于 项 1 
一 7, 确 定 系统 位 形 所 需要 的 坐标 可 以 用 两 个 角度 a 和 有 .这些 参数 就 不 是 通常 意义 上 的 直角 
坐标 了 ,但 它们 同样 可 以 描述 系统 的 位 形 , 而且 数 目 明 显要 比 用 直角 坐标 参数 描述 要 少 得 
多 .由 此 ,可 以 看 出 直角 坐标 存在 着 某 种 不 平衡 性 {有 的 独立 有 的 不 独立 )。 下 而 我 们 从 理论 
上 来 具体 阐述 一 下 广义 坐标 的 定义 。 


1.2,1 和 痊 卡 尔 坐 标的 不 平衡 性 


设 有 由 N 个 质点 组 成 的 完整 系统 ,其 约束 方程 为 
frst)=0 (a=1,2,,t <3N) (1—1) 


如 果 这 些 方程 是 相互 独立 的 , 则 按 线性 代数 的 理论 ,其 Jacobi 矩阵 


1 基本 概念 及 基本 守 理 .7 ， 


3 9f , 3h 

9X DT DT3N 

2 3 3f2 
3(f ‘fs, fi) = 9II EE za {1 一 10) 
人 。 “ 四 

2 9f ., 3 

9 9 dr 


的 秩 为 1, 则 按 蝗 函数 存在 定理 由 方程 组 (1 - 1) 可 以 将 ;个 学 标 必 为 1 及 其 余 3N 一 /个 举 
标的 函数 解 出 来 ,不 炎 一 般 性 ,假定 被 解 出 的 是 前 ! 个 坐标 , 即 

x1 = TI(Ii TH TN t) 

工 2 二 Ta (tir ,Ha EN 

五 = TT 2 TiN tt) 

上 式 表明 确定 系统 在 1 时 刻 位 形 的 3N 个 坐标 中 ,只 有 na = 3N ~ /个 是 独立 的 ,其 余 i 

个 是 不 独立 的 ,这 就 是 说 ,确定 系统 在 +t 时刻 的 位 形 只 需要 xn 个 独立 的 参数 坐标 ,而 不 是 3N 
个 ,由 于 笛 卡 尔 坐 标 参 数 的 这 种 不 平衡 性 即 有 的 独立 有 的 不 独立 ,使 得 在 具体 问题 的 处 理 
中 , 取 笛 卡尔 坐标 参数 作为 确定 系统 位 形 的 参数 往往 很 不 方便 。 


1.2.2 ”选取 另外 一 组 相互 独立 的 参数 表示 系统 的 位 形 


由 于 管 卡尔 坐标 的 不 平衡 性 ,因此 ,我 们 希望 根据 系统 的 具体 结构 选取 另外 一 组 nn = 
3N 一 个 独立 的 参数 g, ,9z ，…,q, 来 确定 系统 的 位 形 。 这 是 完全 可 以 做 到 的 ,例如 ,可 以 任 
取 n = 3N - /上 个 函数 
f(r ra", TaN) = qi 
fral Tis Ts Ta3w) = {2 
fon (ris T2233N) = gq 
使 它们 与 ! 个 约束 方程 
Fx ta, Tan) = 1D (a = 1,2,.,1) (1—1) 
相互 是 独立 的 , 即 Jacobi 行列 式 
. fi fs fan) 


At 让 和 0 (1 一 11) 
Tirta TIN) 
按 隐 函数 存在 定理 ,车 令 (1 - 1) 式 左 端 诸 函数 等 于 gfa = 1,2,…,(!) 即 

fr Transt) = dare {1 i 12) 


则 可 解 出 
x, 9 3 (1 — 13) 
站 注意 到 g.,。= 0 则 有 
x = Tn) (s = 1,2,,3N) {1 ~ 14) 
这 是 q 到 x 的 一 组 变换 式 , 利 由 约束 条 件 ( 即 约束 方程 ) 可 对 zx 和 49 进行 一 对 一 地 变换 ,这样 
我 们 就 可 以 用 任意 取 值 的 独立 变量 9,, 92 ,… ,9, 来 表示 系统 的 位 形 , 由 式 (1 一 14) 式 表明 


.8 ， 分 析 力 学 


这 = 个 相互 独立 的 参数 同样 满足 约束 方程 ,而 且 由 这 ”个 参数 所 表示 的 系统 的 位 形 也 必 是 
约束 所 允许 的 。 
(1 ~ 14) 式 也 可 以 简写 为 向 量 形式 ， 
r= ri(gqi, 2 Gt) (i = 1,2,.…,N) (1 ~ 15) 
由 式 (1 -14) . 式 (1- 15) 可知 工 或 ?是 g,: 的 单 值 簿 数 , 由 此 可 知 , 只 要 给 定 gi ,gz ，…， 
gs。 一 组 参数 , 便 决定 了 系统 在 + 时 刻 的 为 约束 所 允许 的 一 个 位 形 。 


1.2.3 ”广义 党 标的 定义 


由 上 面 的 讨论 可 知 9 ,9 ……9, 确 是 确定 系统 位 形 的 独立 参数 ,我 们 将 这 样 一 组 参数 
称 做 广义 坐标 。 

它们 是 类 定 系统 位 形 所 必需 的 ,最 少 的 独立 参数 ,它们 的 数目 是 » = 3N - i。 

到 目前 为 止 我 们 用 n 个 相互 独立 的 参数 即 同样 可 以 表示 系统 的 位 形 了 ,而 且 也 是 为 约 
东 所 人 允许 的 位 形 ,那么 也 就 是 说 由 2 ,9;,… ,gq, 所 决定 的 x 必 满 足 约束 方程 , 且 gq ,gq;，…， 
gq。 之 间 是 相互 独立 的 。 

Frit)=0 {a = 1,2,..,4) (1 ~—1) 

所 以 采用 了 广义 坐标 之 后 就 没有 必要 再 考虑 完整 的 东 了 ,这 正 是 采用 广义 坐标 的 优 题 之 一 。 


1.2.4 “广义 坐标 的 选取 


上 面 我 们 详细 六 述 了 什么 是 广义 坐标 ,但 在 具体 的 问题 中 广义 坐标 的 选取 ,往往 并 不 需 
要 按 上 述 方式 通过 一 组 代数 方程 来 选 定 , 面 是 根据 系统 的 结构 和 问题 的 要 求 浣 直观 判断 选 
取 确 定 系统 位 形 所 需 的 个 最 少 的 独立 参数 ,而 且 这 样 一 组 个 独立 的 参数 并 不 是 惟一 的 ， 
可 以 有 客 组 ,然后 择优 选用 。 这 个 独立 的 参数 不 再 是 通常 意 上 的 直 第 坐标 参数 了 ,它们 可 
以 是 角度 坐标 .面积 坐标 或 其 它 可 以 用 来 描述 位 置 的 参数 坐标 ,总 之 在 数学 上 它 就 是 一 组 > 


个 相互 独立 的 参数 。 

确定 了 独立 参数 后 也 可 由 式 (i- 14) 即 zx = z(g gog)(s= 1,2,…,3N) 的 
-一 一 对 应 关系 来 确定 系统 位 形 的 直角 坐标 .这样 ,通过 广义 坐标 范围 内 的 求解 再 由 该 式 转换 
成 直角 掌 标 范围 内 的 解 。 


综 上 所 述 ,对 于 非 自 由 质点 系统 原来 我 们 是 在 直角 
坐标 空间 中 用 初等 动力 学 的 知识 来 研究 问题 ,现在 我 们 
可 以 换 到 另外 一 个 空间 即 广义 坐标 空间 中 同样 可 以 研究 
系统 的 位 形 及 其 运动 , 其 最 直接 的 好 处 就 是 所 用 的 坐标 
参数 减少 了 ,而 且 不 必 再 考虑 完整 约束 了 。 

例 1-6 如 图 1 一 8 所 示 的 双 摆 ,由 两 个 质点 MI， 
M, 用 长 度 为 三 及 i, 的 刚性 杆 铵 接 而 成 , 试 选取 广义 坐 
标 来 描述 系统 的 位 形 。 

解 ”如 图 约束 方程 有 两 个 

zi+z = 有 
(za 一 了 和 + 一 = 
由 于 是 平面 阳 题 所 以 独立 的 参数 个 数 应 为 xz = 2N -1! 
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1.3 ”可 能 位 移 、 实 位 移 和 虚 位 移 


1.3.1 可 能 习 移 及 实 位 移 
1. 可 能 位 移 
设 在 由 N 个 质点 组 成 的 系统 上 作用 ! 个 完整 约束 和 5 个 一 阶 线性 非 完 整 约束 ,将 这 些 
约束 统一 写成 微分 形式 ; 
Adr + Adt =0 (r = 1,2,. ,+g) (1 - 19) 


当 (r = 1,2,…,4) 时 有 


_ 9 3f, 
A ar， A, ER 


则 对 给 定 的 + 和 xz, 满 足 上 述 方程 
的 无 限 小 位 物 dr ,dx2，… ,dx3n 
称 为 系统 在 时 刻 : 由 位 形 z 出 发 ， 
在 dr 时 间 内 的 可 能 位 移 。 也 就 是 
说 是 约 东 所 允许 的 无 限 小 位 移 ， 
也 是 系统 有 可 能 实现 的 位 移 。 

如 图 1- 9. 图 1-10 所 示 的 
钓 昌 所 允许 的 无 限 小 位 称 就 是 可 
能 位 移 。 


图 1 -10 


1-9 中 B 点 的 drs 和 A 点 的 drs; 图 1 一 10 中 沿 工 轴 的 dx, 沿 圆 弧 线 ds 以 及 沿 曲 
面 任 一 切线 的 dr ,这 些 都 是 约束 所 允许 的 无 限 小 位 移 , 也 是 系统 可 能 实现 的 位 移 。 因 而 对 于 
1-10(b) 中 的 dr 在 曲面 M 点 处 可 沿 曲面 任 一 切线 方向 ,所 以 可 能 位 移 不 是 惟一 的 .对 于 
图 1 - 10{a) 如 果 捐 道 随时 间 而 上 下 移动 , 则 滑 道 所 允许 的 可 能 位 移 仍 为 水 平 的 dz。 

另外 ,将 上 式 {1 - 44) 写成 


Ai + A， = 人 0 (r= 1,2,.,t+g) (1 — 20) 
4 二 
这 样 将 满足 该 式 的 过 ,之 ，Esn 称 为 系统 的 可 能 速度 ; 同样 将 满足 约 东 方程 的 运动 
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1.3.3 用 广义 坐标 宫 示 的 虚 位 黎 


设 表 示 一 力学 系统 位 形 的 广义 坐标 为 992，…… 9 根据 变换 式 TX: = I (qs 


qf ) 可 得 到 各 质点 的 实 位 移 为 
dx, = S dg, + Ft (ss = 1,2,.",3N) 
各 质点 的 杂 位 秘 同 样 可 得 为 
dx, = > 3 (s = 1,2 3N) 
或 
tr, = 后 了 bg (i 三 1,2, :NN) 
1.3.4 ”自由 度数 上 自 
系统 的 自由 度数 目 等 于 独立 坐标 变 分 的 个 数 。 用 字母 m 表示 。 
1. 对 于 完整 系统 
m= 3N-/i=# 
即 对 于 完整 系统 自由 度数 等 于 广义 坐标 的 个 数 。 
2. 对 于 非 完 整 系统 
由 广 尺 坐标 表示 的 约束 方程 
Dagd, +as 二 0 (B= 1,2,..,.g) 
我 们 可 将 其 写 为 
Dagdg, + apdt = 人 0 (B= 1,2,,g) 
同样 可 以 写 出 


Waydg’ + asdt =0 (B= 1,2,.",8) 
式 (1 ~ 32). 式 (1 _ 33) 两 式 相 诚 有 
Dandg, dg)=0 (8=1,2,,8) 
即 
Dandy = 0 (8 = 1,2,",g8) 


所 以 
m=n-g=3N- /i-g 


(1 — 28) 


(1 ~ 29) 


(1 ~ 30) 


(1 — 31) 


(1 ~ 18) 


(1 - 32) 


(1 - 33) 


{1 — 34) 


(1 -35) 


(1 — 36) 


综 上 所 述 ,对 于 完整 系统 ,个 广义 坐标 g; 是 互相 独立 的 ,它们 的 变 分 6g; 也 是 互相 独立 
的 ;对 于 非 完整 系统 ,广义 坐标 g 仍 保持 独立 ,但 它们 的 变 分 并 非 相 互 独立 ,而 受到 g 个 约 


束 方程 的 女 制 ; Devt =0 (rx = 1,2,…,g), 也 就 是 说 广义 坐标 的 变 分 之 间 不 是 相互 独 


立 的 。 所 以 系统 的 和 由 度数 上 且 定 义 为 独立 的 广义 坐标 变 分 的 个 数 。 
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例 1-~7 如 图 1 -11 所 示 , 一 长 为 :的 杆子 两 
端 在 半径 为 R 的 铬 和 磁 固定 圆 环 上 运动 , 试 列 写 杆子 
的 约束 方程 . 虚 位 移 方程 .并 指出 系统 的 自由 度数 
日 。 

解 设 杆 两 端 坐标 为 (za Ya) (rh ; Yo 约束 
方程 有 三 个 : 

TA+y4= Re 
rat+ys=R? 
(za — 2a) + (ya — ya) = 


虚 位 移 方 程 为 


TAGra + yadya = 0 
Tirn + ypdy = 0 
(xa 一 ra}(6ra — tra)} + 
(ya 一 yy — Gys) =0 
自由 度数 上 月 产 =2Xx2-3= 1。 
例 1-8 质点 六 和 zx, 由 一 长 为 1 的 刚性 
杆 连接 ,已 知 系 统 做 平面 运动 。 当 杆 运 动 时 ,其 中 y 
点 已 的 速度 永远 保持 沿 杆 的 方向 ,如 图 1 - 12 所 
示 。 试 讨论 本 系统 的 自由 度数 目 。 
解 ” 取 杆 中 点 CC 的 坐标 (x,y) 及 杆 与 x 轴 
的 夹 角 8 为 广义 坐标 , 则 直角 坐标 和 广 闵 坐标 之 
闻 的 变换 式 为 mp) 


{ 
立 | = + F080 


图 1-11 


t. 
y= y+ sng 图 1 - 功 
-on0 
了 2 二 证 7 C08 


yr = y~— Ssing 


完整 约束 方程 为 
【 一 工 > + {y, 一 yy -=0 
非 完 整 约束 方程 为 
Y= £ tang 
虚 位 移 方 程 为 
by = Crtang 
系统 的 广义 坐标 数 为 


2 =2x2- 完 整 约束 方程 的 个 数 = 3 
在 本 题 中 广义 坐标 已 选 为 x ,y 及 ,但 这 三 个 坐标 之 间 存 在 一 个 变 分 关系 式 $y = 如 tang。 
这 就 是 说 虚 位 移 8x 和 六 之 间 不 是 相互 独立 的 , 故 系统 的 自由 诬 数 目 为 
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R, “ rp + R,: to 二 R, * (drp — drp} + 县 ; * (dro — dro)} 盖 
Ry: {drp -dra) -以 (dre ~ droa}=0 {1 -40) 


4. 刚性 约束 

设 有 质点 P, 及 P, ,与 质量 不 计 而 且 不 变 
形 的 刚性 杆 相 联 结 。 设 质点 加 在 村 上 的 力 分 别 
为 N; 和 N, ,如 图 1 -15。 由 于 杆 的 质量 不 计 ， 
故 有 Ni + N, = 0。 

由 相对 于 质心 的 动量 窍 定理 可 知 , Ni 、N， 
对 杆 上 任 一 点 之 主 矩 为 付 , 即 Ni 、N, 消 杆 子 
方向 作用 ,大 小 相等 ,方向 相反 。 根 据 作 用 反 作 
用 定律 , 杆子 对 质点 的 约束 力 民 ; , 灵 ; 分 别 与 
Ni ,N; 大 小 相等 ,方向 相反 , 即 R, + R; = 0 
设 P,P 的 和 关 径 分 别 为 rr, 则 只: =- 县 ， 
= afr: 一 +1)(4 是 比例 系数 )。 约 束 力 的 虚 功 
为 


一 


2 


电 


图 1 -15 


Ri :Or + Ri Hr = Ar 一 ri) Bris ~ 7) = AB(rs -ry =0 (1-41) 
这 是 因为 (r，- +,)* = (是 杆 长) 是 不 会 改变 的 。 即 刚性 轻 杆 的 约束 力 的 虚 功 之 和 为 灾 。 


不 可 伸 长 的 软 绳 也 属于 这 种 情况 。 


刚体 可 以 看 成 是 任何 两 个 质点 都 由 刚性 轻 杆 联结 而 成 的 质点 系 , 所 以 其 间 的 约束 力 的 
虚 功 之 和 必 为 俐 ,以 后 在 计算 约束 力 的 虚 功 时 ,不 必 再 考虑 刚体 内 力 之 虚 功 。 
5. 两 刚体 在 运动 中 以 其 完全 粗粮 表面 相 接触 ( 纯 深 动 ) 


© 0 
Ey ff 上 
下 
0 


图 1 -16 


如 图 1 16 所 示 ,接触 面 完 全 粗粮 是 指 它 们 不 能 产生 相对 滑动 , 即 接触 点 速度 vw。 ,mo 相 


等 , 因 面 约束 力 的 虞 功 之 和 


Rep: Srp + Ro * Hro 一 Rp * (Srp — Mo) = 
Rp * [drp - drp) ~ (dro ~ dro)] = 
Re [(Ve— ro)— (op, — vo)jdt=0 (1 ~ 42) 
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1.4.3 ”理想 约束 
作用 于 系统 上 的 约束 力 的 虚 功 之 和 为 零 , 这 种 约束 为 理想 约束 。 所 以 ,上 面 所 介绍 的 几 
种 约束 都 是 理想 约束 。 
理想 约束 的 数学 表达 式 为 
N 
YR:H,=0 (1 — 43) 
i=| 
或 直角 坐标 形式 为 
> Ran = 0 (1-4) 
综 上 所 述 ,工程 实际 中 的 大 包 数 约束 均 为 理想 约束 。 
1.4.4 ” 虚 位 移 原理 
原理 ”对 于 具有 理想 约 东 的 系统 其 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 作用 在 系统 上 的 主动 力 ， 
在 任何 虚 位 称 中 所 作 元 功 之 种 为 霍 。 
数学 表达 式 为 
Far -0 (1 — 45) 
或 
JM 
DS'Xér, =0 (1 - 46) 


证 明 ” 设 系统 有 N 个 质点 ,由 于 系统 处 于 平衡 状态 ,因此 系统 中 每 个 质点 均 处 于 平 奖 
状态 ,由 静 力 学 中 的 二 力 平衡 条 件 , 作 用 于 任 一 质点 i 上 的 主动 力 F; 和 约束 力 R; 应 满足 关 
系 式 


F+R,=0 (1 - 47) 
现 给 系统 各 个 质点 以 虚 位 移 Sy, ,这 样 有 
(F.+R):ér=0 (1 — 48) 
对 上 式 求 和 有 
SP+R).on -0 (1 - 49) 
将 上 式 展开 ,并 考虑 到 是 理想 约束 式 (1 ~ 43) , 则 有 
DF:,=0 (1 - 50) 


1.4.5 ” 虚 位 移 原理 应 用 举例 


例 1-9 如 图 1- 17 所 示 梢 圆规 , 连 杆 AB 长 为 上 ,所 有 构件 重 不 计 , 摩 控 力 忽略 不 计 。 
求 在 图 示 平 衡 位 置 时 ,主动 力 FE 和 严 z 间 的 关系 。 
解 ”研究 整个 机 构 平衡 , 系统 的 约 东 为 理想 约束 , 取 坐 标 轴 如 图 所 示 。 根 据 串 位 移 原 
理 ,可 建立 主动 力 F, 和 Fs 的 虚 功 方程 
FBr, — Fedrs = 0 (a) 
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为 解 此 方程 , 必须 找 出 两 个 虚 位 移 训 -， 
与 Srs 之 间 的 关系 ,由 于 AB 杆 林 可 伸缩 ， 
AB 两 点 的 虚 位 移 在 4B 线 上 的 投影 应 该 相 
等 ,由 图 1 -- 17 有 

Graecosp = Hr, sing 
或 
Gr, = 人 seotp (bY 
将 式 (b) 代 人 式 {a) , 解 得 
(Fcotp — Fa)6rs =0 

办 Br 是 任意 的 ,因此 有 


Facotp = Fp 
另外 虚 位 物 之 间 的 关系 也 可 以 这 样 找 , 首 先烈 出 系统 的 约束 方程 , 即 
六 + 二 (¢) 
对 {c) 式 两 边 取 变 分 (方法 同 微分 ) 宵 { 考 虑 了 实际 情况 ) 
— 2yadya + 2radrs = 0 (d) 
ya = cotgdrs 
代 人 (a) 式 中 可 得 同样 结果 。 
若林 考虑 实际 情况 变 分 为 
2yady, 十 2TRRra = 0 (e) 
或 这 样 计算 虚 位 移 间 的 关系 : 


ya = lsing dya = tospigp 
Xs = {coosp Brza =— ismgog 
两 式 之 比 同样 为 (e) 式 ,这 时 应 注意 列 虚 功 方程 时 主动 力 是 一 个 代数 量 , 式 (a) 变 成 
~ Fdra - Fadrs = 0 (人 
将 (e) 式 代 人 { 介 式 可 得 同样 结果 。 
为 了 求 虚 位 移 之 问 的 关系 , 也 可 以 用 所 调 “ 虚 速度 ”法 。 我 们 给 系统 某 个 虚 位 移 六 ，， 
6rs ,如 图 1 一 17 所 示 , 我 们 可 以 很 想 虚 位 移 是 在 某 个 极 短 的 时 间 ds 内 发 生 的 ,这 时 对 应 点 BB 


和 点 A 的 速度 um = “2 和 v= 信 < 称 为 虑 速度 .这样 日,A 两 点 虚 位 移 大 小 之 比 也 就 等 于 
虚 速 度 大 小 之 比 , 即 


De _ va 
Era Un 
杆 AB 作 平 面 运动 ,P 为 其 胜 心 ,由 胜 心 法 可 建立 B ,A 两 点 的 速度 关系 
w_fB_. 
vw PA ™? 
因此 有 
Be = tang 


代入 式 (a) ,同样 解 得 
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因为 p 关 0, 刚 需 9y = 0, 即 > = 常数 
当 杆 铅 生 时 ,yx = 也, 则 在 任意 位 置 时 


y = 和 二 全 oosg 二 方 6 (1) 
而 
Ta = asing (2) 
由 (1) (2) 两 式 消去 参数 y ,得 
T+(2y a) =a 
栅 面 旦 椭圆 形状 。 

从 上 面 的 例子 中 可 以 看 出 ,应 用 虚 位 移 原 理 可 以 
求解 主动 力 之 闻 的 关系 ,可 以 求 结 构 中 某 一 支 座 的 约 
东 反 力 。 在 求 支 座 反 力 时 ,只 需 解 除 该 支 座 的 约束 而 代 
之 以 约束 反 力 ,并 给 予 虚 位 移 ,但 要 注意 不 破坏 结构 的 图 1-20 
其 他 约束 条 件 。 这 样 在 虚 功 方程 中 只 有 一 个 未 知 的 约 
东 上 反 力 ,计算 大 为 简化 ,这 个 优点 在 解决 一 些 复杂 结构 的 平衡 问题 时 尤为 突出 。 

从 上 面 的 例子 中 可 见 , 求 解 虚 功 方程 的 关键 是 要 找到 省 虚 位 移 之 间 的 关系 ,一 般 可 采用 
以 下 三 种 方法 建立 各 虚 位 移 之 间 的 关系 。 

{1) 作 图 法 ; 作 图 给 出 机 构 的 微小 运动 ,直接 按 几何 关系 ,确定 各 有 关 虚 位 穆 之 间 的 关 
系 。 如 例 1 - 11。 

{2) 坐标 法 :确定 描述 位 形 的 坐标 , 写 出 完整 约束 方程 ,再 对 方程 求 变 分 ;各 变 分 之 间 的 
比例 , 即 为 个 虚 位 称 之 间 的 比例 关系 。 如 例 1 - 9 的 第 二 种 解法 。 

(3) 和 虚 速 度 法 :对 于 静 力 系统 均 为 定常 系统 ,所 以 虚 位 移 也 就 是 可 能 位 移 , 将 可 能 位 移 
均 除 以 一 个 时 间 小 量 ,我 们 称 之 为 虚 速 度 。 显 然 虑 速 庶 之 比 等 于 虚 位 移 之 比 。 从 面 可 按 运动 
学 的 方法 ,计算 各 有 关 点 的 虚 速 度 。 计 算 虚 速度 时 ,可 采用 运动 学 中 各 种 方法 ,如 点 的 合成 运 
动 .平面 运动 基点 法 、 速 度 投影 定理 . 瞬 心 法 以 及 给 出 运动 方程 再 求 导 数 等 。 

建立 起 功 方程 时 ,常常 用 上 庶 位 移 的 绝对 值 ,而 按 机 构 的 微小 运动 情况 在 图 上 面 出 虚 位 移 
的 方向 ,再 确定 各 项 庶 功 的 正 或 负 。 当 采用 坐标 方程 的 变 分 来 计算 叫 位 移 的 大 小 时 ,由 于 坐 
标 及 其 变 分 都 是 代数 量 , 应 注意 取 其 绝对 值 。 这 样 也 可 以 将 力 的 投影 及 虚 位 移 都 作为 代数 
值 , 列 出 虚 功 的 分 析 表 达 式 ,如 例 1 ~ 9 中 的 (中 .le? 式 。 


1,4.6 ” 虚 位 移 原 理 的 广义 坐标 囊 达 形式 


虑 位移 原 理 还 可 写成 广义 坐标 虚 位 移 的 表达 形式 ,由 关系 式 
六 二 gg (i = 1,2,.…,N) (1 15) 


2 


两 边 取 变 分 
ir, = Sgg, (1 — $1) 
| 


2 OF By = 0 (1 ~ 52) 
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男 外 可 将 上 式 记 为 


> Qa = (1 — 53) 


上 式 中 中 为 广义 虚 位 移 , 布 Q,6g; 又 具有 功 的 量 纲 ， 所 以 ,该 式 中 的 包 称 为 和 广义 坐标 gq 
相对 应 的 广义 力 。 


(1 — 54) 


=- 让 
9 
对 于 完整 系统 ,这 个 广义 坐标 的 并 位 移 64, 是 相互 独立 的 ,并 且 才 是 不 等 于 夫 的 徽 小 


量 , 所 以 由 2 Qi = 0 应 有 
Q =0 (=1,2,.,n) (1- 55) 

这 就 是 用 广义 坐标 表示 的 虚 位 移 原理 , 即 具 有 理想 约束 的 完整 系统 ,处 于 平衡 的 必要 和 
充分 条 件 为 :作用 在 系统 上 的 和 每 一 个 广义 坐标 相对 应 的 主动 力 的 广义 力 都 等 于 堆 。 

如 果 质 点 系 具有 N 个 自由 度 , 则 有 六 个 广义 力 ,同时 有 N 个 相互 独立 的 平衡 方程 (1 - 
55)。 可 联 立 求解 一 般 质点 系 的 平衡 问题 .工程 中 的 多 数 机 构 往往 只 有 一 个 自由 度 ,所 以 ,只 
需 列 出 一 个 广义 力 等 于 零 的 平衡 方程 即 可 求 其 主动 力 之 间 的 关系 这 也 正 是 使 用 广义 力求 
解 质 点 系 平衡 问题 的 优点 。 

利用 广义 坐标 表示 的 平衡 条 件 求解 实际 问题 时 ,关键 在 于 如 何 表达 其 广义 力 。 


求 广义 力 通 常 有 两 种 方法 : 
1. 利用 公式 (1 和 
7, dy, az 
Qi = 2 2 > (x dg +Y, 3 +2 于 | (= 1,2,%,1) 
(1 - 54) 
或 写 为 
Q = Xx (人 = 1 2 (1 - 56) 


2. 只 给 质点 系 一 个 广义 虚 位 移 5) 不 靠 于 零 ,而 其 它 (N - 1) 个 广义 虚 位 移 都 等 于 零 ， 
所 有 主动 力 在 相应 虚 位 移 中 所 做 的 虚 功 的 和 用 >, 5W,， 表示 , 则 有 


5 ow; = 5 069, = Qoy, (1 -57) 
由 此 可 求 出 广义 力 
Q -Sr (1 - 58) 
在 解决 实际 问题 时 往往 使 用 这 种 方法 。 


例 1-13 杆 GA 和 AB 以 绞 链 相连 如 图 1 - 21 所 示 ,O04 = a,AB = 5, 受 力 如 图 , 试 
求 平 衡 时 wp ,gq 与 ,Fs ,下 之 间 的 关系 。 
解 ”用 第 一 种 方法 ， 
直角 坐标 参数 
TA NATL + YH 


广义 坐标 参数 : 


1 基本 概 秆 及 基本 十 理 


图 1 一 21 
Pl 72 
坐标 变换 关系 式 : 
Za = asing 
Sa = aosP] 
了 8 二 asing, + bsingz 
ya = acosgp! + boosg, 
则 按 式 (1 - 34) 有 
ax ay az 3 
dra Oya dr dy 
和 
Fr = 0, Fo, = BF, Fa = F, Fs = Fs 
日 T Ay . nx 9 . 
dp A085p1, Fp 三 一 在 SI 入， 5 = &0089!, dp 一 一 Sn 
za ao exg yg _ 
dp = 0, ps ~ 0， 有; 一 boosgp, ， 5j9, =- bsiny: 
将 上 式 分 别 代 人 (a)(b) 两 式 有 
Qnr =— (FA + Fe)jasinpl + Facosg! = 0 
QQ =— Febpsinpy + 到 cosp = 0 
联 立 (c}(d) 式 则 有 
~ = 上 
np Ft np 
用 第 二 种 方法 计算 。 


保持 2 不 变 ,只 有 re 时 ,由 式 (b) 的 变 分 可 得 一 组 虚 位 移 
Da = 人 os =~— asingibp!, Srs = acosgi dp, 
虽 对 应 于 gp, 的 广义 力 为 


$m 21 二 


(a) 


(b) 


(ce) 
《由 
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_ ZoW, _ Fadys + Pubys + FOr 


Ql 8pi Sop, 


将 式 te) 代入 上 式 , 得 
Qi =— (Fa + Feasing) + Facosy, 
保持 gp) 不 变 , 只 有 59, 时 ,由 式 (b) 的 变 分 可 得 另 一 组 虚 位 移 
bya = 0, ys = — bsingdp,, brs ~ boosp dp, 
代入 对 应 于 pz 的 广义 力 表达 式 , 得 


IW FBya + Faby + FOre 


dp, dp, 
=— Fabsing: + Fooosg, 
例 1-14 如 图 1-22 所 示 , 重 物 A 和 也 分 
别 连接 在 细 缚 两 端 , 重 物 A 放置 在 粗糙 的 水 平 
面 上 ,4A,B,C 重 量 如 图 。 试 求 平衡 时 重 物 C 的 
重量 P 以 及 重 物 A 与 水 平面 间 的 滑动 摩擦 系 
数 。 
解 广义 誉 标 ; za , yy 
主动 力 : FA, ,2P, Pc,P 


令 Bra 0, yp 三 如 
有 :8yc = 方 Bz 方向 向 下 
主动 力 所 做 庶 功 的 和 为 
Sew, = — Fadza + Pedye = 


(~ Fa + FPe Br | 


对 应 广义 坐标 za 的 广义 力 为 


Q: 


> aw, 


Q = Pe (a) 
再 令 bye 向 下 ,arA = 0, 同 理 可 得 
DoWse 1 
Qs = 二 =-Pc +P (b) 


因为 芭 统 平衡 时 应 有 Q。= Qs = 0, 解 得 
Pr =2P， F<=3Pe=P 
因此 平衡 时 ,要 求人 台面 摩擦 系数 


Fa 
/之 双 =0.5 


1.4.7 ”应 用 虚 位 移 原理 研究 保守 系统 平衡 的 稳定 性 
只 有 有 势力 作用 的 系统 称 为 保守 系统 ,由 势能 的 概念 及 其 计算 可 知 ,质点 系 的 势能 等 于 


1 基本 裕 念 及 基本 定理 ，93 。 


各 质点 势能 的 代数 和 。 质 点 在 势能 场 中 不 同 的 位 置 ,势能 的 数值 不 同 ,因此 势能 是 坐标 的 丽 
数 。 

1. 有 势力 场 的 性 质 

设 有 势力 普 的 作用 点 从 点 M 称 到 点 AM“ ,如 图 1 -23 所 示 , 这 两 点 的 势能 分 别 为 V(x， 
yc) 和 V(x + dr,y + dy,z + dz), 另 外 有 势力 的 元 功 可 用 势能 的 差 计算 , 即 


HW = V(ryy,z)—- V(r+dr,yt+dy,z+dz) =- dV (1 - 59) 
由 高 等 数学 知 ,势能 V 的 全 微分 可 写 为 
dV = 水 dz + Fdy + dz AGE 
(1 — 60) | MxtdXiy dp7+d:)} 
是 | 
SW = Bde - Fydy - Fd rr I 
(L-6t 
设 有 势力 下 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 为 XX， 图 1 23 
Y,Z 则 力 的 元 功 解析 式 为 
SW=F.é (1 - 62) 
即 
dW = Xdr + Ydy + Zdz (1 — 63) 
比较 以 上 两 式 ,得 
=_ VV, Y=-dY, z= (1 — 64) 


9dr” dy 
从 该 式 可 知 ,如 果 热 能 函数 表达 式 已 知 ,应 用 上 式 可 求 得 作用 于 物体 上 的 有 势力 。 
如 果 系 统 有 多 个 有 势力 ,总 势能 为 V 可 表示 为 


V= Vi yz 和 EN (1 - 的 ) 
则 对 于 作用 点 坐标 为 zx, ,yy , z; 的 有 势力 F 其 相应 的 投影 为 
dV aV dV 
X= Y= yy =- a (1 - 66) 


2. 保 守 系统 的 平衡 条 件 
对 于 保守 系统 主动 力 即 为 有 势力 ,所 以 由 虚 位 移 原 理 主动 力 的 虚 功 为 


DSWe = D(XBr, + Yay + Z6z;) = 


av ay ay 
-5 (Pi, + Fy, + Fe, )= 


一 人 (1 -67) 

这 样 对 于 保守 系统 虚 位 移 原理 的 表达 式 成 为 
§V=0 (1 =- 68) 
上 式 说 明 : 在 势力 场 中 ,具有 理想 约束 的 质点 系 的 平衡 条 件 为 质点 系 的 势能 在 平衡 位 置 


处 一 阶 变 分 为 零 。 
3. 由 广义 坐标 表示 的 保守 系统 的 平衡 条 件 
如 果 有 广义 坐标 9 ,g: ,……，,9, 表示 质点 系 的 位 置 , 则 质点 系 的 势能 可 以 写成 广义 坐标 


，24 ， 分 析 力 学 


的 函数 , 即 
V = Vig 9 ) (1 — 69) 
有 势力 的 虚 功 


SaWE =— OV = 六 人 7 jp, = 3 Qi (1 - 70) 
其 中 
Q, 一 一 有 (1 ~ 71) 
这 样 ,由 广义 淮 标 表示 的 平衡 条 件 可 写成 如 下 形式 


Q =- 守 =0 {7 = 1,2,.,n) (1 ~ 72) 


即 在 势力 场 中 ,具有 理想 约束 的 质点 系 的 平衡 条 件 是 势能 对 每 一 个 广义 坐标 的 偏 导 数 分 别 
等 于 等 。 

4. 保 守 系 统 平衡 稳定 性 问题 分 析 

满足 胖 衡 条 件 的 保守 系统 可 坟 处 于 不 同 的 平衡 状态 ,如 图 1 - 24 所 示 的 三 个 小 球 ,就 具 
有 三 种 不 同 的 平衡 状态 : 

(a) 图 所 示 小 球 在 一 个 中 曲面 


的 最 低 点 处 平衡 , 当 给 小 球 一 个 很 
小 的 拢 动 后 , 小 球 在 重力 作用 下 ， ( (Ca) (1) 
仍然 会 回 到 原来 的 平衡 位 置 ,这 种 4 


平衡 状态 称 为 稳定 平衡 。 (b) 图 所 
' 示 小 球 在 一 水 平平 面 上 平衡 ,小 球 (a) Cb) (9) 
在 局 图 平面 上 的 任 一 点 都 可 以 平 图 1 -24 
衡 ,这 种 平衡 状态 称 为 随 寺 平衡 .(c) 图 所 示 小 球 在 一 个 凸 曲面 的 顶点 上 平衡 , 当 给 小 球 一 
个 很 小 的 扰动 后 ,小 球 在 重力 作用 下 会 滨 下 去 ,不 再 回 到 原来 的 平衡 位 置 , 这 种 平衡 状态 称 
为 不 稳定 平衡。 

上 述 三 种 平衡 状 态 都 满足 势能 在 平衡 位 置 处 8V = 0 的 平衡 条 件 , 即 满足 势能 对 广义 从 
标的 一 阶 偏 导 数 等 于 零 的 条 件 , 即 


本 一 一 (1 ~ 73) 


从 图 中 可 以 夏 出 ,在 稳定 平衡 位 置 处 ， 当 系统 受到 扰动 后 ， 在 新 的 可 能 位 置 处 ,系统 的 势 
能 都 高 于 平衡 位 置 处 的 势能 ,因此 ,在 稳定 平衡 的 平衡 位 置 处 ,系统 的 势能 具有 极 小 值 。 系 统 
可 以 从 高 势能 位 置 回 到 低 势 能 位 置 。 相 反 在 不 稳定 平衡 位 置 上 , 系统 势能 具有 极 大 值 。 没 有 
外 力作 用 时 ,系统 不 能 从 低 势 能 位 置 回 到 高 势能 位 置 , 对 于 随 过 平衡 ,系统 在 某 位 置 附近 其 
势能 是 不 变 的 ,所 以 其 附近 任何 可 能 的 位 置 都 是 平衡 位 置 。 

对 于 一 个 自由 度 系 统 ,系统 具有 一 个 广义 党 标 9, 因 此 系统 势能 可 以 表示 为 的 一 元 同 
数 , 即 V = V(9)。 当 系统 平衡 时 ,在 平衡 位 置 处 有 


dV _ 一 
dg? (1 — 74) 


如 果 系 统 处 于 稳定 平生 状态 , 则 在 平衡 位 置 处 , 系统 势能 具有 极 小 值 , 即 系统 势能 对 广 
义 坐 标的 二 阶 导 数 大 于 办 


" 26 分 析 力 学 


重力 势能 VI = 2mgRsin: ¢ 
弹性 势能 V, = 3c(2Reosg -1 
系统 势能 


V = VI+V = 2meRsin gt+ 广 c(2Rooeg -lo 


系统 的 平生 条 件 为 55 , 即 


$y = 4mgRsingcosg + ct2Reosg ~ io)(— 2Rsing) = 


2R{2mgcosp —- 2cRoosg + clo)sinpg = 0 
因 2R #0,sing = 0,p = 个 ,或 
2mgcosp -2cRoosp + cto = 0 


即 
2 
PT AR me) 
研究 平衡 位 置 的 稳定 性 ,有 
之 
or = 4mgReos2p - 4cR cos2 + 2Relocosg 
当 P=0 时 ， 
这 = 2Ri2mg ~ 2cR Tcto >0 
即 
co > 2(cR — mg) 
系统 稳定 。 


-| ct 
当 9 = eo" ZR mg) 时 , 因 


cos2 人 = (2008 人 — 1) = [ee ~ 1|= 


cl 
[3 — mp) !] 
代 人 (2) 式 , 经 化 简 得 
FV _ 4(cR - me) -es 
Ey (cR— mg) 


>0 
设 ceR 关 mg 
edeR-— mgy): 或 ce 才 2(0cR ~ mg) 
系统 稳定 。 


(1) 


(2) 


例 1-17 如 图 1 -27 所 示 一 均 质 杆 AE ,长 2a , 依 于 曲线 导 板 上 . 导 板 形状 是 一 半径 


为 RR 的 半 轿 ,不 计 摩 擦 , 求 其 平衡 位 置 并 讨论 其 稳定 性 。 
解 ” 取 0o 点 为 势能 零点 ,转角 vp 为 广义 坐标 , 设 AB 重 为 P, 因 
re = ADsing 一 ACsing = 
2Reospaing — asing 


1 基本 概念 严 基 本 定理 ”27 


重力 势能 


V =- Prr =- P(Rsing ~ asing) 


dV _ 
- Pl2Rooe2g - acosg) = 0 


或 
化 简 式 (1) 
2R(ecs p — 1) — acosgp = 4R(cos 9 ~ FR - ) = 
a 1 fay 
各 [eer - 族 ) -2+( 获 ) j=0 
因 4R 天 0, 得 
得 工 人 组 2 
cp -项 = +( 获 ) (2) 
即 
cos 有 = ghte + Vv 32R*+a’] 
判断 平衡 位 置 的 稳定 性 ,有 
= ~ P(- 4Rsin2p + asing) = 
Psing(8Reoosgp — a) (3) 
dV 1 ; 
dg age Re SR| 访 (e+V5R te))- a >0 
即 
v32R*+a >0 
系统 平衡 是 稳定 的 。 


虚 位 移 原理 是 分 析 静 力学 的 基础 , 它 是 从 能 量 的 观点 来 讨论 和 研究 系统 的 平衡 问题 ,和 
初等 动力 学 相 比 ,最 显著 的 特点 是 不 论 约束 反 力 和 如何, 都 不 影响 解 题 的 困难 程度 。 


“站 分 析 力 学 


习 题 
1 -1 一 柔软 不 可 伸 长 的 线 ,一端 固定 , 另 一 端 栓 一 小 球 。 如 题 图 1 - 1 所 示 小 球 所 受 约 
束 是 单 面 的 还 是 双 面 的 ? 试 写 出 约束 方程 。 
管 : 单 面 约束 。 


约束 方程 为 z + y+z 和 1。 


题 图 1 一 题 图 1 -2 


1-2 一 半径 为 r 的 贺 盘 在 铝 生 平面 内 沿 直 线 作 纯 滚动 如 题 图 1 一 2 所 示 。 这 约束 是 完 
整 的 还 是 非 完整 的 ? 试 写 出 约束 方程 。 
管 :完整 约束 .约束 方程 为 x。= ;9。 
1-3 一 直 梓 以 常 角 速度 w 缆 错 垂 
轴 转 动 , 杆 与 锅 牌 线 夹 角 a 为 常 值 , 杆 上 
有 一 小 环 , 小 环 可 沿 杆 滑 动 。 取 小 环 相 对 
杆 与 铅 垂 线 交 点 o 的 距离 7 为 坐标 如 题 
图 1 - 3 所 示 。 试 将 环 的 直角 坐标 用 > 下 
示 之 ,号 出 直角 坐标 中 的 约束 方程 。 
管 :z = rsinacoset 


Y= rsingsinat 


z= roosa 
约束 方程 为 
多 三 ztanwt, y= ztancsinwt 
1 -4 试 列 写 如 题 图 1 - 4 所 示 系 
统 的 约束 方程。 是 图 1 _ 3 


管 : 设 两 质点 坐标 为 (zi 1Y1)， (zx), 
y) ,约束 方程 为 


1 基本 概念 及 基本 定理 "29. 


(xz1- T+ (yn = 
(zi ~ rosom) + (yy 一 rsinadt 关 一 下 

1-5 试 判断 下 列 微 分 约束 是 完整 
的 还 是 非 完 整 的 ?如 果 是 完整 的 , 写 出 其 
有 限 形 式 。 

(I)zet(y -re)i+(z—Yy— 
ry)3=0 

(2)3 ~- zi= 0 

FIR V+ yy 

3) 7 2 一 Jy] -yy 

(4)(27 + y+ z)i+ (By+2t+ 
TI)y+ (2z + T+ yz= 0 


盔 国 1 一 4 


(S)e” z+e yt+e <=0 


ant 


题 图 1 -6 图 


1~6 如 题 图 1-6 所 示 , 平 面 上 
有 两 质点 791 1 和 mz; 系统 运动 时 nF] 
对 mx; 进行 追踪 ,mi 的 速度 始终 对 准 


m2o 试 写 出 约束 方程 。 
答 . 汪 1 
全 和 一 下 1 


1 -了 ”如题 图 1 -7 所 示 一 系统 
由 三 个 质点 组 成 , 用 不 计 质 量 的 长 
1 的 细 杆 顺 次 联结 。 试 用 0 ， 
,0 及 其 导数 表示 二 ;1 ,二 ,2， 
Ey Yo 

1-8 如 题 图 1 -8 所 示 长 为 
药 均 匀 细 杆 被 限制 在 azy 平面 运动 ， 题 图 1- ?3 


1 基本 概念 及 基本 定理 "31 ， 


CENNNNNNNY 


Nw 


1 - 13 ”如 题 图 1 - 13 所 示 , 重 你 的 物 块 
由 两 灶 和 辕 连 在 基础 上 的 所 自 支承 ,已 知 握 筑 
刚度 系数 为 wh , 招 短 为 M = Mob, 略 去 杆 重 ， 
求 平衡 时 村 的 8 角 。 


答 :0 = 6{1 -中 ) ,Mo < Ww 


1 - 14 ”如 题 图 1 - 14 所 示 在 十 字形 神志 
K 上 没 杆 AB 方向 作用 力 下 ,不 计 摩 擦 , 求 作用 
在 C 点 且 与 曲柄 OOC 乏 直 的 平衡 力 P 的 大 小 。 

管 :P = Feose 

1 - 15 ”如题 图 1 - 15 所 示 在 位 于 水 平面 
内 的 机 构 的 B 点 上 作用 一 力 P。 为 合 机 构 在 AB 题 图 ! - 14 
上 O04 ,ABC = 2a 的 位 置 上 保持 平衡 , 求 作用 于 长 为 a 的 曲柄 OA 上 的 力矩 AM。 


“ 32 分 析 为 学 


题 图 1- 16 


1 - 16 如 题 图 1 -- 16 所 示 , 在 机 构 的 活塞 8 上 施加 一 力 P, 在 曲柄 OQ,C 上 施加 力矩 
Mi = 郑 Pr ,不 计 摩擦 ,曲柄 长 度 OA = ,OiC = 3r, 且 都 处 于 氏 垂 位 置 。 试 求 使 机 构 平 交 
而 作用 于 曲柄 OA 上 的 力矩 AM。 

答 ;M = Pr 

1 一 17 如题 图 1 一 二 所 示 , 在 向 向 外 伸 曲 柄 连 酝 机 构 的 滑 块 8 上 施加 一 力 P。 当 a = 
60" ,人 OAB = 60' 时 ,使 机 构 处 于 平衡 , 求 作用 于 长 为 x 的 曲柄 上 的 力 德 邮 。 

管 :M = Prv3 


题 图 1 - 17 题 图 | -18 


1 -18 在 题 图 1 -- 18 所 示 机 构 中 OA = a,BC = DE = 5,C0, = c,BD = CE。 若 
OA NA BO;,, 求 作用 于 活塞 上 的 力 已 与 平衡 力矩 M 之 间 的 美 系 。 


_ _ac 
答 :M = 六 HP 


1 -19 如 题 图 1 - 19 所 示 在 连 杆 机 构 的 曲柄 QA 上 作用 力 第 MO4 = ">,OA = 
(CO 一 ao 不 计 摩 据 , 求 作用 于 连 杆 OB 上 的 平衡 力矩 Mo。 


1 基本 概念 及 基本 定理 "33 ， 


题 贸 1 - 49 题 图 1 - 20 


1 - 20 如 题 图 1~ 2 如 所 未 ,在 蔓 柄 QA 上 作用 矩 为 AM = 6N .mm 的 力 个 .OA = 1$cm， 
OO = 20cm,O18 = S0cm,BC = 78cemo 赂 去 摩 控 , 当 OA 上 OO, 时 ,为 了 使 机 构 处 于 平 
衔 , 求 作用 在 滑 顽 C 上 PP 力 的 大 小 。 

管 :P = 125N 

1 -21 如 题 图 1- 21 所 示 , 自 动 印 货 卡 车 的 载荷 为 WW, 重心 在 G, 为 了 举 起 载荷 ,在 举 
重 杆 端 部 作用 一 力 偶 M , 试 杷 M 表示 成 的 函数 。 


答 :M = (于 )(se0s — caind) 


题 图 1 - 22 


1 - 22 对 如 题 图 1- 22 所 示 的 杠杆 机 构 ,为 使 机 构 于 任何 位 置 3 都 能 支持 住 潜 块 全， 
求 作用 在 A 点 的 水 平 力 ,( 杆 重 不 计 })。 若 在 A 点 作用 一 向 下 力 能 否 支持 往 W? 若 用 一 逆 时 针 
的 力 偶 M 来 代替 力 , 问 M 需 多 大 ? 

答 :M = 2Wasinf 

1 ~23 题 图 1- 23 未 连 杆 机 构 ,A .8 轮 可 在 水 平 杆 土 自由 地 渭 动 , 求 : 为 保持 平衡 所 


4 分 析 力 学 


逢 之 已 为 的 大 小 。 
管 ;P = 400N 


题 图 1 - 23 题 图 1 - 24 


1 一 24 ”如 题 图 1 -24 所 示 , 情 钳 由 六 根 长 杆 和 两 根 短 杆 组 成 ,长 杆 长 2a , 短 杆 长 ,村 
与 杆 之 间 用 饺 链 联结 。 它 在 顶部 受 力 P 的 作用 , 问 下 部 力 Q 的 大 小 应 为 多 少 才能 使 系统 处 
于 平衡 状态 ?图 中 六 为 已 知 角 。 


管 :Q@ = Ptang 
1 一 25 如 题 图 1-25 所 示 , 对 称 梯子 揪 在 光 冲 的 地 板 上 。 每 半边 梯子 的 重量 为 60N, 在 


万 点 上 站 一 重 为 800N 的 人 。 求 绳索 EF 的 张力 与 a 角 的 关系 。 
答 : 了 = 440cotaN 


题 图 1- 25 十 图 1 -26 


1 -26 ”如 题 图 1 -26 所 示 , 由 四 根 等 长 杆 构成 系统 ,每 根 杆 长 /AE = 2i。 若 在 B,C， 
D 三 点 处 皆 作 用 一 相等 的 铅 垂 力 已 , 试 求 杆 系 处 于 平衡 时 a 与 8 所 满足 的 关系 , 赂 去 杆 重 。 

1-27 题 图 1 - 27 示 一 移动 式 起 重 机 ,活动 部 分 借 两 等 长 连 杆 4B .CD 与 底部 相 联 。 
而 ABCD 构成 一 平行 四 边 形 。 利 用 油 压力 作用 在 BC 杆 上 而 使 汽车 被 举 起 。 问 当 汽 车 重 为 


1 “基本 概 骆 及 基本 迹 理 "3 


IN 时 , 油 压 力 多 大 方 能 举 起 汽车 。 设 此 时 CD 与 水 平 的 两 角 为 45",AC 与 水 平 的 夹 角 亦 为 
43 ,AB = CD = Sm,AC = BD = 1.7mo。 


题 图 |= 2 
符 :22000N 
1- 28 如题 图 1 28 了 所 示 , 两 等 长 杆 AB 和 8B 在 B 点 用 贸 链 联 闭 ,又 在 杆 的 全 和 E 


两 点 连 一 弹簧 , 弹 筑 的 刚性 系数 为 c, 当 距离 AC = a 时 , 弹 赞 内 拉力 为 零 ,如 在 忆 点 作用 一 
水 平 力 F, 杆 系 处 于 平衡 , 求 距离 AC 之 伸 。 设 AB = !,BD = &, 杆 重 不计 。 


管 :AC =rI=att Et) 


环 图 1 - 28 题 图 1~ 29 


1-29 题 图 1 - 29 示 杆 AB 的 一 端 A 与 套 简 固 联 ,AB 杆 简 在 C 处 的 轮子 上 , 略 去 摩 
控 , 试 导出 为 了 保持 平衡 所 需 水 平 力 Q 的 大 小 的 表达 式 。 


筹 :QQ = Pp Coupsin' 0 | 


36. 分 亲 力 学 


1 - 30 可 题 图 1 一 30 所 示 , 已 知 半 径 为 r; 的 轮 重 P = 200N,Q = 200N ,弹簧 刚性 系 
数 为 < = 100N/cm, 试 求 平衡 时 弹 咎 的 变形 大 有 。 
管 : = 2cm, 被 拉 伸 


题 图 1 - 3 是 图 1 一 31 


1 一 31 已 知 题 图 1 -31 所 未 机 构 处 于 平衡 .DA = 40cm., 力 倡 失 M = 200N : m。 试 求 
力 耻 的 大 小 。 

管 ;P = 10N 

1 -32 如题 图 1- 妇 所 未 ,不 计 各 杆 自重 及 各 处 摩 探 。 已 知 AC = OC = 0D,Q = 3x 140N, 
弹簧 刚性 系数 < = 250Njcm, 弹 繁 变 形 ( 被 压缩 )h = 3cmo 试 求 P 多 大 时 才能 平衡 ? 

答 :P = 3750N 


题 图 1 - 32 题 图 上 ~- 33 


1 - 33 ”如 题 图 1 - 33 所 示 , 均 质 杆 重 PP 千 在 不 光滑 垂直 墙 上 ( 阐 按 系数 为 门 ,其 下 端 


i 莫 二 概 意 及 基本 定理 ， 37， 


筑 于 光滑 桌面 上 ,为 使 此 杆 平衡 在 做 直 平 面 内 ,在 其 下 端 连 一 强 , 跨 过 一 滑轮 知 重 物 QQ。 求 
平衡 时 的 倾斜 角 a ,并 求 A,B 处 反 力 。 


管 :tana = 记 + kN = Q Ns = P+hQ(EE Tf) 


1 -34 在 题 图 1 - 34 所 示 机 构 中 ， 
曲柄 OA 上 作用 一 力 偶 , 其 矩 为 M ,请 块 
DD 上 作用 一 水 平 力 P。 机 构 尺寸 及 位 形 如 
图 示 , 机 构 处 于 平衡 状态 , 不 计 摩 据 , 求 
力 偶 矩 M 和 和 力 P 之 关系 。 

管 :M = Patan28 

1 35 求 题 图 1 -35 示 平面 析 哥 
中 AC 杆 与 BC 杆 的 内 力 。 

管 :Nac =v5P,Ne =0 

1-36 已 知 题 图 1 - 36 所 示 三 角 
形 结构 , AB = AC = BC = a, 在 C 点 作 
用 一 铝 直 作用 力 P。 求 杆 AB 的 内 力 。 


是 久 1 36 


1 ~37 如题 图 1 37 所 示 , 设 在 结构 上 有 载荷 作用 如 下 ;P; = 6kN,P, = 6Y2kN,P， 
= 9kN , 试 求 插 人 端 C 的 反作用 力 。 图 中 a = im。 

管 ;M = 6kN mi = 3kNiy = 14kN 

1 -38 ”两 相同 的 均 质 杆 , 长 度 为 !, 重 为 四, 其 上 各 作用 如 题 图 1 - 38 所 未 的 力 偶 M， 
试 求 在 平衡 状态 时 杆 与 水 平 线 之 夹 角 四 ,如 。 


_ 2 0 一 2M 
管 :9 = arccos 本 证 7 8, = anecos WW 


2 动力 学 普遍 方程 积 拉 格 朗 日 方程 


在 理论 力学 中 我 们 兽 引 人 了 惯性 力 的 机 念 ,介绍 过 质点 系 的 达 朗 伯 原 理 , 采 用 静 力 学 中 
求解 平衡 问题 的 方法 来 处 理 动力 学 问题 ; 同时 ,我 们 在 上 一 章 中 建立 了 虚 位 移 和 虚 功 的 概 
念 ,应 用 庶 和 位 务 原 理 来 解决 静 力 学 中 的 平衡 问题 。 本 章 则 把 这 两 个 原理 结合 起 来 ,推导 出 质 
点 系 动力 学 普遍 方程 和 拉 格 妆 日 方程 ,这 些 方程 主要 用 来 解决 非 自 由 质点 系 的 动力 学 问题 。 


2.1 动力 学 普 这 方程 


设 有 一 质点 系 由 NN 个 质点 组 成 ,其 中 第 ; 个 质点 的 质量 为 m; ,其 上 作用 的 主动 力 汶 下.， 
约束 反 力 为 及 , 。 如 果 假 想 地 加 上 该 质点 的 惯性 力 Ps = - ma,, 则 根据 达 朗 佑 原理 ,有 ,RR， 
与 下 ,过 组 成 形式 上 的 平衡 力 系 。 若 对 质点 系 的 每 个 质点 都 做 同样 的 处 理 , 则 作用 于 整个 质 
点 系 的 主动 力 .约束 反 力 和 惯性 力 应 组 成 平衡 力 系 , 即 


nm, 六， 一 F.+R, (2 一 1) 
这 样 的 式 子 我 们 可 以 列 出 N 个 ,将 这 N 个 式 子 相 加 有 
Sm Fs; = D+ DR (2 -2) 
式 (2 - 2) 可 写成 上 加 
OR, = VF, mr,) (2 — 3) 


如 果 系 统 具有 再 想 约束 , 则 对 于 系统 的 任何 一 组 叫 位 移 ( 7, .3r, … .Sr ) ,作用 于 系统 
上 的 约束 力 的 虚 功 之 和 为 零 , 即 
yR .sr -0 (1 — 43) 
这 样 便 有 
DR -mi ) .sr =0 (2 —4) 
上 式 各 为 动 力学 间作 方 ， 写成 分 析 表 达 式 
Fx -mi drt -my d+ (2 -md =0 (2-5) 


上 述 方 程 表明 在 理想 约束 的 条 件 下 ,质点 系 的 各 个 质点 在 任 一 阴 时 所 受 的 主动 力 和 懂 
性 力 在 虚 位 移 上 所 做 虚 功 的 和 等 于 零 。 

动力 学 普遍 方程 将 达 朗 伯 原 理 与 虚 位 移 原理 结 台 起 来 ,可 以 求解 质点 系 的 动力 学 问题 ， 
特别 适合 于 求解 非 自由 质点 系 的 动力 学 问题 , 下面 举 例 说 明 。 

例 2-1 如 图 2-1 所 示 的 滑轮 系统 中 , 动 滑轮 上 悬挂 着 质量 为 mm 的 重 物 , 编 子 绕 过 
定 滑轮 后 悬挂 着 质量 为 my 的 重 物 。 设 滑轮 和 缠 子 的 重量 以 及 轮轴 摩 氛 都 忽略 不 计 , 求 ma 


.4 . 分 析 力 学 


物体 下 降 的 加 速度 。 

解 。 取 整个 滑轮 系统 为 研究 对 象 , 系统 具有 理想 约束 系统 
所 受 的 主动 力 为 重力 m,g 和 28 ,假想 加 人 系统 的 惯性 力 为 fei ， 
FR 3 而 


Fe = miai, Fee = M02 
给 系统 以 夫 位 移 全 和 5; ,由 动力 学 普 速 方程 ,得 
(mag — maar}dss — (mg + Mial = 0 
这 是 一 个 自由 度 系 统 ,所 以 高! 和 侣 中 只 有 一 个 是 独立 的 。 
由 定 滑轮 和 动 滑轮 的 传动 关系 ,有 


6s| 三 a 苹 | 三 了 
代 人 前 式 , 有 
(mg 一 2 一 (mg+ nr] 2) 学 一 改 
消去 85; ,得 
_ m2 — 2 
Q21 二 dmz 十 nm) Bs 


例 2 -2 两 个 半径 管 为 * 的 均 质 轮 ,中 心 
用 连 杆 相连 ,在 倾角 为 6 的 斜面 上 作 纯 滚动 ,如 
图 2 ~ 2 所 示 。 设 轮子 质量 均 为 m，, 对 轮 心 的 转 
动 惯量 均 为 , 连 杆 的 质量 为 m, , 试 求 连 杆 运动 
的 加 速度 。 

解 ”研究 整个 刚体 系 ,作用 在 系统 上 的 主 
动力 有 每 个 轮子 的 重力 mg 和 杆 的 重力 mig。 
嫂 加 在 每 个 轮子 上 的 惯性 力 系 可 以 简化 为 一 个 
通过 轮 心 的 惯性 力 ,= ma 及 一 个 惯性 力 个 ， 图 2-2 


其 矩 M; = Je = 1 4 ; 因 连 杆 作 平 动 ,加 在 连 标 上 的 惯性 力 系 简化 为 一 个 力 Pa = maa ,这 
些 力 的 方向 如 图 所 示 。 
给 连 杆 以 平行 放 而 向 下 移动 的 只 位 移 , 则 轮子 相应 有 逆 时 针 转 动 虞 位移 5p = 合 , 根 据 


动力 学 普遍 方程 ,得 
一 《2F + Feo)6s -2M dp + (2m) + mgsimnas = 0 


或 
= {2m + m2 )ads — 2 + {2m + m2)gsins = 0 
严 
解 得 


《27 十 mi) rzsing 
二 
2 【27 十 二 1 十 了 


例 2-3 如 图 2 一 3 所 示 一 物体 4 重 王 , 当 下降 时 借 一 无 重量 县 不 可 伸 长 的 缠 使 一 轮 
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C 沿 轨道 滚 而 不 滑 , 绵 子 跨 过 定 清 轮 DD 
并 绕 在 半径 为 R 的 动 滑轮 上 , 动 滑轮 国 
定 地 装 在 半径 为 + 的 C 轴 上 ,两 者 共 重 
人 ,对 中 心 O 的 惯性 半径 为 p。 试 用 动力 
学 普遍 方程 求 重 物 A 的 加 速度 。 

解 ” 政 整个 系统 为 研究 对 象 ,因为 
轮 C 在 轨道 上 纯 滚 动 , 故 重 物 A 的 位 移 
: 与 轮 C 的 转角 gq 间 有 关系 


s= (R-r)p 
浓 变 分 并 求 导 得 

Gs = (R—r)dp (1) 

a={(R- re (2) P 
重 物 A 的 惯性 力 为 F。= wa, 轮轴 日 图 2-3 


和 C 对 0O 的 惯性 力 为 Fe = 全 ,而 惯性 力 短 为 Me = Qe .根据 动力 学 普 这 方程, 


Pp 2 2 
(P- ta -Qo +r)edp=0 (3) 
将 (1) 和 (2) 代 人 (3), 得 
{P ~ Ta )(R —r)Bp— ep + r") Ry =0 

由 此 解 得 
_. PI(R~r) 
~ P(R-r)y +Q(p +ri)e 

例 2-4 一 质量 为 M; 的 物 块 ,在 重 
力 和 弹性 力 的 作用 下 没 太 车 斜面 自 出 滑 
动 , 漳 竹 刚 度 系 数 为 上, 原 长 为 ,大 车 质 
量 为 M, ,具有 四 个 车 轮 ,每 个 车 轮 质量 均 
为 Ma ,半径 均 为 ,对 轴 的 转动 惯量 均 为 
J , 常 力 下 水 平 作用 于 大 车 上 ,如 图 2-4 所 
示 , 不 计 系统 中 的 谚 擦 , 试用 动力 学 普遍 
方程 建立 系统 的 运动 微分 方程 。 

解 。 取 整个 系统 为 研究 对 象 ,系统 受 
有 理想 约束 ,是 二 自由 度 系统 

描述 系统 位 形 的 直角 坐标 参数 取 为 ; 
TY 广义 坐标 参数 避 为 :7 ,gq 

两 组 参数 的 关系 为 


二 


一 本 
Ti = 080, y3 = cs ~ gsing 


式 中 c; ,ci ,cs 沟 为 常数 。 系 统 中 各 物体 的 加 速度 分 别 为 
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半生 
作用 于 系统 上 的 主动 力 有 :重力 Mig ,Mg,Msg; 常 力 下 ;弹性 力 k(g 一 上) 
展 性 力 有 :下 ,， 二 ME, , Fozc)y = M, 2 , Fas 三 M; 2,, Fs, = M3 ya 
异性 力矩 有 ; Mew = 天 = 二 二 ， 
现 给 系统 一 组 虚 位 移 :6&z) :re +: Op ;ry ,Oy 
则 :Br = Br, Br = 各 ,pps = TE, Br, = dr - 6geos, 6y, = - 5gsing 
将 以 上 各 量 慌 和 动力 学 普遍 方程 有 
Fiz - K(qg— io)6g + Msgsingdq — Mi¥ Br — 4M2¥ Bz -4 D6 - 
Ms{E- cosd Br — qo0sd)} — MI- sind)(— Bqsing) = 0 
土 式 经 化 简 后 ,得 
(F-M, -4M2 主 -4 点 主 - M+ MT oosg)ir + [Msgsing -KK — 10) + 
Mit oosg - Ms cos:0 - MG sin8lB9 =0 
由 于 订 , 9 是 彼此 独立 的 虚 位 移 ,因此 ,为 使 上 式 咸 立 , 必 有 
F - M, £ -4M, -4 地 FM; F+ MF coos0=0 
Mgsing — Klq ~ lilo) + My iE ood- M5=0 


从 这 个 例子 中 可 以 看 出 ,直角 坐标 的 碟 位 移 间 不 是 相互 独立 的 ,为 了 对 问题 求解 ,必须 
把 不 独立 的 虚 位 移 转换 成 相互 独立 的 虞 位 移 ,最 后 才能 求 出 结果 。 


2.2 第 二 类 Lagrange 方程 


上 节 所 讨论 的 动力 学 普遍 方程 中 ,由 于 系统 存在 约束 ,各 质点 的 虚 位 移 可 能 不 全 是 独立 
的 , 解 题 时 需 找 出 虚 位 移 之 间 的 关系 ,这 在 有 时 是 很 不 方便 的 。 对 于 完整 系统 如 果 采 用 广义 
坐标 , 则 由 于 广义 坐标 的 相互 独立 性 ,其 广义 座位 移 也 是 相互 独立 的 。 所 以 ,将 动力 学 的 普遍 
方程 用 独立 的 广义 坐标 表示 就 成 了 动力 学 普遍 方程 向 前 发 展 的 必然 途径 之 一 ,第 二 类 拉 格 
朗 日 方程 就 是 在 这 个 发 展 途 径 下 的 产物 。 这 一 部 分 内 容 也 可 称 为 拉 格 朗 日 力学 。 

Lagrange 力学 的 特点 是 :1) 在 广义 坐标 位 形 空间 中 描述 任何 非 自由 系统 ;2) 用 能 量 及 
变 分 的 方法 建立 运动 微分 方程 ,因而 理想 约束 的 约束 力 能 自动 消除 ;3) 方程 数目 和 系统 自 
由 度数 目 相 一 致 ,方程 形式 极为 简明 。 

由 于 以 上 原因 ,Lagrange 力学 在 分 析 力 学 发 展 史上 占有 十 分 重要 的 地 位 ,是 继 牛 顿 力学 
之 后 的 一 个 新 的 里 程 碑 。 


2.2.1 第 二 类 Lapgrange 方 程 的 一 般 形 式 


本 章 只 限于 研究 完整 系统 动力 学 我 们 从 动力 学 普遍 方程 > (下 一 丽人 = 和 0 出 
发 来 推导 广义 坐标 形式 的 运动 微分 方程 。 
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设 一 质点 系 由 NN 个 质点 组 成 ,系统 具有 [个 完整 约束 ,并 生 都 是 理想 约束 ,具有 n = 3N 
-个 自由 度 的 系统 , 取 系统 的 广义 坐标 为 9 ,9;,…, 9, , 设 系 统 第 i 个 质点 的 质量 为 m; , 矢 
径 为 六 。 矢 径 六 可 表示 为 广 六 坐标 和 时 间 的 函数 , 即 

r= rt) i= 1,2,.,N) {1 — 15) 
质点 的 动力 学 普遍 方程 (2 - 4) 可 写成 


N N 
DF Or ~ Dymr dr =0 (2 6) 
i=| i=| 


将 今 , = > 元 mw 代入 上 式 ,并 注意 交换 求 和 顺序 有 


"eo 9 "i ,ar, 
DF jd, Dy Dm, od = 0 (2 - 3) 
根据 广义 力 的 定义 上 式 又 可 写成 
> Q6g; — > 2 = 人 0 (2—8) 
即 
0 G -9) 
对 上 式 进一步 简化 
dar 
2 = Dime ， = (Dm F; 和 -mr (2 - 10) 
为 了 对 (2 - 区) 做 进 人 先 证 册 两 个 重要 的 恒等式 : 
Dr oF, 
au 二 96, {2 一 11) 
d Pi 9F, 
训 ( 于 )= 了 (2 - 12) 


1. 关 于 (2 - 11) 式 的 证 明 
在 完整 约束 情况 下 ,r= r(qi ,gs,… ,9, ;1) ,对 时 间 求 导数 
ar, 


EA (2 — 13) 
由 于 是 完整 系统 我 们 知道 $1, 6,,…, ,是 彼 引 独立 的 , 且 3 和 字 : 是 广义 坐标 和 时 间 
的 丁 数 ,而 不 是 广义 速度 的 函数 ,所 以 将 (2 - 13) 式 对 4 求 偏 导数 ,得 证 


ar aF 
也 = 于 (2- 11) 
2. 关 于 {2 ~ 12) 式 的 证 明 
将 (2 - 13) 式 对 某 一 广义 坐标 9; 求 候 导 数 ,得 
3， am ，，3r， 7 Pr, 
Fg; -区 EPL a = 名 39 Fat 303 一 
"da /or yr 人 六， 
和 2 六 (和 js， 了 ) 一 是 (到 (2 ~ 12) 


(2 - 12) 式 得 证 。 


“机 : 分 析 为 党 


(2 一 11)(2 - 12) 式 常 称 为 Lagrange 经 典 关系 ,是 推导 Lagrange 方程 的 关键 公式 ,将 (2 
一 11)(2 ~ 12) 式 代 人 式 (2 - 10)Z 表达 式 有 


也 = 
df 
2 > mi 3 )- Dm 3 = 
4d 9/ 记 1 ， aitl 
二 二 人 一人 a uF j= 
d aT aT 
dr 30, 9g (2 = 14) 
其 中 工 为 质点 系 的 动能 ,代入 式 (2 -9) 即 Y\(Q - Z,)6g = 0, 便 有 
d aT 93T 
局 (2 - 15) 
由 于 总, 被 此 相 斑 独立 ,上 汇 欲 成 立 则 必 有 
昌 芝 -和 = ( = 2) (2 16) 


这 就 是 著名 的 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 ,该 方程 组 中 方程 式 的 数目 等 于 质点 系 的 自由 度 的 
数 自 ,每 个 方程 都 是 二 阶 常 微分 方程 ,所 羽 , 为 了 建立 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 ,只 需 写 出 基于 运 
动 学 分 析 的 动能 (动能 应 表示 成 广义 坐标 和 广义 速度 的 函数 ) ,及 基于 主动 力 虚 功 的 广 六 力 ， 
按 统一 步 又 烈 出 即 可 。 
2.2.2 第 二 类 Lagrange 方程 中 动能 的 结构 
关于 系统 的 动能 结构 我 们 仅 从 理论 上 分 析 一 下 
[| 


3N 


= Dm "fF = 冯 2m = 


其 中 
A = Dm (2 - 18) 
六 ,二 > (2 — 19) 
Tu = JE (2 - 20) 


系数 A, ,4, 及 工 都 是 : 和 gq 的 函数 ,而且 4，= A, ,上 式 说 明 系 统 的 动能 人 是 广义 速 
度 的 二 次 函数 ,为 了 简明 起 见 常 将 动能 式 写 为 
T= T,+T,+T, (2 — 21) 
Ty, TT ,To 分 别 表示 广义 速度 的 二 次 项 ,一 次 项 及 零 次 项 ，。 
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另外 .对 于 定常 系统 由 于 约束 方程 中 不 显 售 时 间 + ,所 以 总 可 以 适当 地 选取 广义 坐标 肘 
使 得 直角 坐标 和 广义 坐标 的 变换 关系 式 中 同样 不 食 时 间 4 ,这样 便 有 他 = 0, 因 而 有 Ti = 
0, To =0 于 是 了 = TT, , 即 定常 系统 的 动能 了 是 广义 速度 4 的 二 次 型 ,而 有 4, 不 最 含 时 间 。 

2.2.3 ”保守 系统 的 第 二 类 Lagrange 方程 及 Lagrange 函数 


如 果 作 用 于 质点 系 上 的 主动 力 都 是 有 势力 {保守 力 ), 则 广义 力 Q, 可 按 前 一 章 中 的 
(1 - 71) 式 写 成 用 质点 系 势能 表达 的 形式 , 即 


Q) 二 -5 (1 -了 


将 该 式 代 人 (2 - 16) 式 有 


如 a7 3T aV ， 
= 二 ,之 2 一 22 
dt ad， dg, ag (ji 1 n) ( ) 


定义 函数 
L=T-YV (2 ~ 23) 
称 为 拉 格 朗 日 函数 


另外 ,因为 势能 不 是 广义 速度 了 的 函数 ,所 以 有 5 = 0, 这 样 (2 - 19) 用 Lagrange 函数 
可 写 为 : 
A 9 0 (= 1,2,,n) (2 - 24) 


这 就 是 保守 系统 的 拉 格 朗 日 方程 。 

拉 格 裔 日 方程 是 解决 具有 完整 约束 的 质点 系 动力 学 问题 的 普遍 方程 ,是 分 析 力 学 中 重 
要 的 方程 .Lagrange 方程 的 表达 式 非常 简洁 ,应 用 时 只 需 计 算 系 统 的 动能 和 广义 力 ; 对 于 保 
守 系 统 , 只 需 计 算 系 统 的 动能 和 势能 。 因 此 ,Lagrange 方程 常用 来 求解 较 复杂 的 非 自由 质点 
系 的 动力 学 问题 。 


2.2.4 第 二 类 Lagrange 方程 应 用 举例 


例 2-5 如 图 2-5 所 示 的 系统 中 ,4 轮 沿 水 平 
面 纯 滚动 ,质量 为 mm 的 物 起 C 以 细 强 器 过 定 滑轮 B 
联 于 4 点 。A ,有 二 轮 皆 为 均 质 圆 盘 , 半 径 为 及 ,质量 为 
mazs 弹 管 刚 度 为 上 ,质量 不 计 。 当 弹簧 较 软 ,在 细 绳 能 
始终 保持 张 紧 的 条 件 下 , 求 此 系统 的 运动 微分 方程 。 

解 ” 此 系统 具有 一 个 自由 度 ,以 物 块 平衡 位 置 为 
原点 , 取 >z 为 广义 坐标 如 图 。 以 重 物 平 衡 位 置 为 重力 
势能 的 零点 , 取 弹 策 诛 长 处 为 弹性 力 势能 的 原点 , 则 
系统 在 任意 位 置 处 的 势能 为 


V = Fk(6 + x) ni EL 


其 中 5 为 平衡 位 置 处 弹簧 的 伸 长 量 。 物 块 速度 为 二 时 ,B 轮 的 角速度 为 知 ，A 轮 质 心 速 
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(7) 


mglsing, 一 Ficosg, 
(6)(7) 式 即 为 用 广义 坐标 gi , p， 所 表示 的 系统 的 运动 微分 方程 。 


该 方程 组 是 非 线性 的 ,很 难 求 得 解析 形式 的 解 ,所 以 常用 数值 方法 求解 。 
例 ?~7 如 图 2- 了 所 示 的 运动 系统 中 ,可 沿 光 滑 水 平面 移 
动 的 重 物 M 的 质量 为 m1; 可 在 铅 垂 面 内 摆动 的 的 锤 M, 的 质量 
为 m3。 两 个 物体 用 无 重 村 连接 , 杆 长 为 i。 求 此 系统 微 幅 欣 动 的 周 


期 。 
解 ” 取 整个 系统 为 研究 对 得 ,选取 坐标 轴 如 图 2 - 7 所 示 。 


取 直 角 上 坐标 参数 为 ;x rH 2 
系统 受到 水 平面 和 刚性 杆 的 约 东 ,所 以 具有 两 个 自由 做 , 取 


广义 坐 标 参 数 为 :ri ,9 
坐标 变换 方程 为 : x = zx 
y1=0 
2a = XI — tsing 
yz = tcosp 
为 了 求 得 M, .MM 的 运动 规律 ,可 用 Lagrange 方程 列 出 系统 的 运动 微分 方程 ,首先 计算 
系统 的 动能 和 势能 。 系 统 的 动能 为 
T= 六 mi + 于 ma 吧 
其 中 
人 = 总 sn 
因此 
Mat jg - 271 9 coop) 


T= Sm + m2) 1 + 2 
选 Mi 在 水 平面 上 而 AM: 在 最 低 处 为 系统 的 党 势能 位 置 , 则 系统 的 势能 为 
TY = mglll -cosp) 


由 此 得 
dT aT > 。 
元 ， 元 0 ,5 = {mm 十 Pi mlcos@ :op 
和 | 而 二 向 + EE 
je 守 )= (nl 十 ma) — malcoap " B+ rlsingg 
Vv 
QQ 一 dr 0 
oT a aT 2 , 
Ey = mle Tising ,3 = mtg — mtricosg 
到 ( 季 )= nili ~ cosg 1+ Sinp: Pp) 


dV 
QQ = 二 = mglasin 
下 Ep 18 P 


把 以 上 结果 代入 拉 格 衣 昌 方程 中 ,得 
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(mm + mi) EI- mtcosp， 区 + mising: PF =0 

ml(td -oop TI 十 工 sinPp $) =- m2pglsing 
如 果 M, 摆动 很 小 , 则 可 近似 地 认为 sing se p,cosp 二 1 且 可 忽略 清关 或 多 的 痪 阶 小 量 ， 
上 式 可 改写 为 


Cr 十 m2 )} EI 一 m2itP = 0 


lp- £)=- gp 
从 上 式 中 的 第 二 式 得 
| 一 (P+ 2gP 
将 它 代 入 第 一 式 并 经 整理 后 得 
和 十 ee Kp = 活 


这 是 自由 振动 的 微分 方程 ,其 解 为 
p= Asintw,t + 8) 


w = /mg 
四 #11 { 
俩 2 -8 一 质点 质量 为 m, 挂 在 一 条 线 上 , 线 的 另 
一 端 绕 在 半径 为 r 的 疾 定 辕 柱 体 上 。 设 在 平衡 位 置 时 线 
长 为 i, 且 不 计 线 的 质量 如 疼 2 - 8 所 示 。 试 列 写 所 组 成 摆 
的 运动 微分 方程 。 
第 ”问题 为 单 自由 度 系 统 , 取 8 为 广义 坐标 ,质点 的 
动能 为 


圆 频率 为 


T= Fm(l+ 0)P (1) 
再 计算 广义 力 , 因 
y= trsind— (t+ roost 
By = roostB0 — cos + (1 + sinde = (1 + ro )sindd0 
GAs =— met! + ro}sind8d 


Qs = 六 =- mgtt + ro)sing (2) 


由 (1) 知 


3T (+ 0)6 
a8 


dT 0 。 
4| 节 | = ml + Oo +om(l + Ore 


= mo (r+ ir {3) 
代入 拉 格 朗 日 方程 ,得 
m(i+ ro dtm(l + rr — m(l + Br: =— mg(l + ri)sing 


党 
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图 2- 几 


六 (2 + ms)( 癌 + 让 交 ) 


主动 力 P 和 入 的 虚 功 为 
dA = Pr — Qer; = PlBr, + reg) — Q(Br. 一 rig) 一 
(PQ)8r + (PT 和 Jr 

则 对 应 于 坐标 x, 和 oq 的 广义 力 和 .和 @Q， 为 

Q. = P-Q,Q,= {P+Q)r 
代入 拉 格 朗 日 方程 ,得 系统 的 动力 学 方程 为 

(2mi + mE. =P-0 

{2m + ma)r $= (P+ AQ)r 

由 此 求 得 轮 心 加 速度 和 背 速 度 分 别 为 


ToT 2m1 十 me (2 + ma)r 


由 上 述 计 算 结果 可 以 看 出 , 当 P = Q 时 , 则 齿轮 质心 加 速度 为 零 。 

例 2- 1 在 水 平面 内 运动 的 行星 货轮 ,如 图 2 - 1] 所 
示 , 均 质 系 杆 OA 质量 为 M, 它 可 绕 端 点 O 转动 , 另 一 端 装 
有 一 质量 为 tn ,半径 为 > 的 均 质 小 齿轮 ,小 齿轮 又 可 沿 半 径 
为 RR 的 团 定 大 齿轮 滚动 。 当 系 杆 受 力 情 矩 为 工 的 力 偶 作 用 
时 , 求 系 杆 的 运动 方程 。 

解 。 机构 具有 一 个 自由 度 , 选 系 杆 的 转角 yg 为 广义 党 
标 。 假 设 系 杆 OA 对 吕 轴 转 动 惯量 为 J, ,小 齿轮 对 其 质心 A 
的 转动 惯量 为 1 ,小 齿轮 的 绝对 角速度 为 5, , 则 点 A 的 速 
度 为 

va = (R+r)sy 

小 齿轮 的 绝对 角速度 


d= = 
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-上 Pi， 工 (i) ,1 {ay 
二 3 (下) + 人 
广 六 力 为 
ridz 
_ 54 rR IM 
Q= 束 = 六 下 上 
代入 拉 格 朗 白 方程 ,得 
P J r1J: riM 
(# RR’ rE mR PF 
故 得 重 物 的 平均 加 速度 为 
rim 
(2 -PR 
SR? + + 元 > 


由 所 得 结果 可 知 , 主 为 一 常量 , 即 起 动 时 重 物 以 名 加 速 上 升 。 

例 2- 13 半径 为 >, 质量 为 M 图 
环 口 ,在 直线 轨道 上 只 滚 不 滑 。 在 圆 环 内 
有 一 长 为 上 ,质量 为 mz 的 匀 质 杆 AB, 在 
其 内 无 摩 氮 地 滑动 ,如 图 2 - 13 所 示 。 已 
知 ! = Y2r, 写 出 系统 的 运动 微分 方程 。 

解 ”系统 具有 两 个 自由 度 , 取 图 环 
中 心口 的 坐标 ze 以 及 圆心 O 和 杆 中 心 
C 连 线 与 铬 垂 线 的 夹 角 4 为 广义 坐标 ,由 
于 圆 环 作 纯 滚动 , 故 其 转动 角速度 w = 


党 ,0C = 感 , 系 统 的 总 动能 为 
T= 村 | Mz + Me{ 宇 ) ]+ |+ 序 [m EE + 了 2 AVIr cosgj+ Bm (Zr) |= 


1 Y2 


《AT + 2 + 3mr 全 + 3 mr r6 cosd 
取 过 口 点 的 术 平 面 为 零 势 能 面 ,系统 的 总 势能 为 
#2 


Ve=- > rmgoosg 
拉 格 朗 日 函数 为 
L=T-V= (M + 全) 忌 + mr + my zB cosg + 如 mgeosb 
代入 拉 格 朗 日 方程 , 则 系统 的 运动 微分 方程 为 
(2M + mm}2, + mr 上 oosg - Pising) = 0 
dr + 3VYI 0080 +3Y2pgsing = 0 
如 果 只 考虑 微 振动 , 即 8 为 微量 ,并 上 略 去 其 二 次 项 , 则 上 两 式 简化 为 


2 动力 学 兽 遍 方程 和 拉 格 遍 日 方程 * 全 


(2M + m) 2, + mr 0 


dr + a3i, + =0 
消去 二 ,得 


BM tm 2» _ 
M+m' +3299 = 0 


T= an RY 

例 2-314 质量 为 mm, 质心 
在 口 | 的 物 块 放 在 光滑 的 水 平面 
上 ,其 一 端 用 弹性 系数 为 的 水 平 
放置 的 弹 短 与 塘 相 连 ; 另 一 端 作用 
有 一 个 水 平 力 下 = Fosinet ,在 物 
块 上 上 相 凡 一 以 口 为 圆心 ,半径 为 
r 的 回 形 轨道 ,一 质量 为 x, ,大 小 
不 计 的 小 球 在 其 肉 运动 ,如 图 2 - 
14 所 示 。 求 物 块 与 小 球 的 运动 微分 郴 2 -14 
方程 。 

解 ” 系 统 具 有 两 个 自由 度 , 选 物 块 质心 O 坐标 = 及 小 球 与 D 连 线 和 锁 延 线 夹 角 9 为 
广义 坐标 ,如 图 所 示 。5 为 弹 得 原 长 。 

系统 的 主动 力 除 了 有 重力 mr1g .maig 和 弹性 力 等 有 势力 外 ,还 有 非 有 势力 F。 


系统 的 徽 振动 周期 为 


物 块 速度 VI 三 本 
小 球速 度 为 oa = [2 + (rG) +22 179 og]! 
系统 的 总 动能 为 
T= mo + 于 mo = Sm + 广 ma{ + (rg) + 2 roosy] = 


去 (mt + mm) + mr + 272 Soosg) 


取 弹 自 原 长 处 为 弹性 势能 零 位 ;gp = 0 时 ,小 球 所 在 位 置 为 重力 势能 零 位 , 则 系统 的 总 

势能 为 
W = 3 + migr(l - osp) 
分 别 给 系统 以 虚 位 移 红 和 5, 则 力 下 在 虚 位 移 上 的 目 功 为 
6A, = Fosmot * Br 
SA。 = 0 
故 非 有 势力 和 广义 力 为 
Q’ = Fosinet 


Q;,=0 
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将 上 述 分 别 代入 拉 格 朗 寻 方程 
d /al. a  ，， 
训 ( 害 -于 =& 
diaLy al _ 
$a)- 3 
得 


Cm + m+ mar(¥ oo08gp — $sing) + kr = Fosinat 
r+ osp+ gsing= 0 

从 上 荀 的 例子 中 可 以 看 出 ,为 了 正确 地 列 出 一 个 系统 的 Lagrange 方程 ,应 注意 以 下 几 
个 基本 步 双 ， 

(1) 分 析 系 统 的 约束 条 件 及 主动 力 的 性 质 , 对 系统 的 类 型 (完整 或 非 完整 系统 .定常 或 
非 定常 系统 .保守 或 非 保 守 系 统 ) 作出 正确 判断 。 

(2) 确定 系统 的 自由 度 并 选取 广义 坐标 。 

(3) 用 选 定 的 广义 坐标 对 系统 作 运 动 学 分 析 , 并 写 上 出 用 广义 坐标 表示 的 动能 是 数 及 势 
能 函数 , 求 出 对 应 于 广义 坐标 的 广 闵 力 。 


2.3 第 二 类 Lagrange 方程 的 首次 积分 


从 上 节 的 例题 中 可 以 看 到 ,对 于 完整 系统 ,应 用 拉 烙 朗 日 方程 ,可 以 比较 容易 地 建立 运 
动 微分 方程 。 但 最 后 结果 将 导致 求解 4 个 以 时 间 + 为 独立 变量 的 二 阶 常 微 分 方程 组 ,一 般 情 
况 下 ,对 微分 方程 组 直接 进行 求解 ,是 一 件 相当 朵 难 的 事 。 通 常情 况 下 ,我 们 可 以 从 具体 问题 
出 发 来 寻求 微分 方程 的 第 一 积分 也 叫 首次 积分 。 

一 般 来 说 ,寻找 运动 微分 方程 的 首次 积分 ,都 有 一 定 的 规律 性 ,有 的 第 一 积分 可 以 因 系 
统 本 身 运 动 所 具有 的 力学 特性 而 被 找 出 来 。 例 如 对 于 保守 系统 存在 着 能 量 守恒 的 第 一 积分 
也 有 的 第 一 积分 可 以 从 运动 微分 方程 所 特有 的 儿 何 性 质 而 被 找 出 来 ,例如 循环 积分 。 下 面 就 
丙种 首次 积分 我 们 分 别 进行 讨论 。 


2.3.1 ”能 量 积分 
对 于 完整 保守 系统 ,如 果 系 统 的 拉 烙 朗 日 函数 志 不 显 含 时 间 +, 则 拉 格 朗 日 方程 有 能 量 
积分 , 即 
2 zx 一 工 = 如 (上 是 积分 常数 ) (2 - 25) 
证 明 
二 一 了) (2 — 26) 
将 拉 格 朗 日 函数 对 时 间 z 求 导数 ,得 


束 - > 车) (2 ~ 27) 
由 悍 守 系统 拉 格 良 日 方程 有 
5 = 全 3 (2 - 28) 


2 动力 学 普遍 方 程 和 拉 格 期 日 方程 "” 59， 


将 式 (2 - 28) 代 人 式 (2 - 27), 则 有 


dL "roaL ,. daly 1 duaL, 
4 [著名 + 玉 络 岂 ]= 名 忆 半 4 (2 ~ 29) 
移 项 有 
df a 
Pra L)=0 (2 ~ 30) 
故 有 
-LL， _ 
E= 2 ag T=h (2 -31) 


下 具有 能 量 的 量 岗 ,因而 也 将 其 称 为 广义 能 量 。 该 式 表 明 , 当 系统 的 拉 格 衣 日 函数 上 不 
显 含 时 间 1 时 ,其 广义 能 量 玉 在 运动 过 程 中 不 变 , 即 系统 的 广义 能 量 守 恒 ,该 式 称 为 广义 能 
重 积分 。 

下 面 我 们 讨论 一 下 广义 能 量 积 分 的 物理 音义 。 

1. 对 于 定常 保守 系统 

首先 我 们 来 证 明 一 个 定理 ;Euler 齐 次 函数 定理 


即 
Ts - 
2 和 2 (2 ~ 32) 
~ IT), 
2 9d = T (2 - 33) 
由 系统 的 动能 结构 有 
1 3 可 下 时 
T= m (Dg) (Dd (2 - 34) 
am _ fdr, az _ 
一 Sm,{ > | 《2 35 
这 样 便 有 
了 AT, BM n dr, 。 Hz, _ _ 
D7 = Dm (2 (5 Fe = 27, (2 - 32) 
同 理 可 证 
aT, . 
A 和 9， = 了 (2 — 33) 


所 以 对 于 定常 保守 系统 来 说 有 了 = 工 - 了 = 五 -站 代入 人 -31) 式 有 


"dL 9 了 ; . 
E= 和 TV (2 ~ 36) 


即 
T+ V=h (2 -37) 
这 表明 在 保守 系统 情况 下 ,广义 能 量 积分 就 是 系统 的 机 械 能 守 伍 积分 .也 就 是 说 ,对 于 
保守 系统 ,广义 能 量 就 是 系统 的 总 机 械 能 (动能 加 势能 ) , 它 在 运动 中 是 不 变 的 。 通 常 又 把 这 
种 广义 能 重 积分 称 为 能 量 积分 。 
2. 对 于 非 定 常 保守 系统 
T=T,+T+"T, {2 ~ 38) 


“ 站、 分 析 为 学 


一 


L=T-V=T,+T+T-V (2 — 39) 
在 此 情况 下 
E- Dad t Dad +0-L=h (2 — 40) 
根据 Euler 齐 次 函数 定理 有 
2T,+T -TT-T-T +tV=h (2 ~ 41) 
即 
T+(V—-T)=& (2 -42) 


上 式 我 们 称 之 为 广义 能 量 积分 ,也 叫 雅 可 比 积 分 。 该 积分 具有 能 量 的 量 网 ,但 并 不 是 系 
撤 的 总 能 量 ,所 以 我 们 称 之 为 广义 能 量 积分 。 

(2 -4 和 2) 与 (2- 37) 比较 可 知 只 差 一 项 Tu ,这 一 项 是 由 于 系统 的 非 定常 性 所 引起 的 ,或 
者 说 是 与 系统 的 非 定常 性 有 关 的 一 部 分 动能 转 已 而 来 的 势能 。 

例 2-15 细 管 森 成 半径 为 > 的 圆 环 ,以 角速度 w 绕 铝 牌 
直径 转动 ,质量 为 的 质点 可 以 在 细 管 内 无 摩 氮 地 滑动 ,如 图 
2 - 15 所 示 。 试 求 系统 的 广义 能 量 积分 。 

解 。” 取 圆 管 和 质点 为 研究 对 象 ,该 系统 为 完整 系统 ,系统 
的 自由 度数 目 为 二 , 取 0 为 广义 尚 标 ( 另 一 个 广义 坐标 p, 实 际 
上 为 循环 坐标 ) ,如 图 2 -- 15 所 示 。 系 统 的 动能 为 

T= mr B+ riw snd) 
上 式 中 T= mr = 0,T = 让 mr?w?sin? 0 


作用 在 系统 上 的 主动 力 为 保守 力 ,势能 函数 为 
V = mgercosd 


因此 ,系统 的 拉 格 期 日 函数 为 

L=T-V=T,+T+T,-V= 
地 mr 全 + mr ersin 0 一 groosg 
从 上 式 可 见 , 在 拉 格 盘 日 函数 工 中 不 显 含 时 间 :, 因 此 , 拉 格 朗 日 方程 的 雅 可 比 积 分 为 

T.- -T+V= mr 一 才 marzazsing8 + mereosd = E 
上 式 中 ,着 令 

了 T = T= mr 
Vi=V-T = mgroosd-— mr wsin 0 

式 中 了 相当 于 质点 相对 于 图 管 动 参 考 系 的 动能 ; V” 相当 于 对 于 动 参考 系 的 相对 势能 , 它 包 
括 实 际 的 重力 势能 和 由 于 质点 随同 园 管 转动 而 产生 的 离心 力 势能 。 这 就 是 说 ,对 于 转动 参考 
系 来 说 ,相对 此 动 参考 系 的 机 械 能 是 守恒 的 , 即 


T+V = mr + mgrcosg — 方 mr? wisin? 0 =E 


访客 
其 中 了 是 广义 速度 6 的 二 次 齐 次 式 , Y 只 是 广义 坐标 的 函数 ,并 且 都 不 显 含 时 间 1。 

例 2 - 16 质量 为 m ,其 大 小 不 计 的 小 球 A, 用 
一 长 为 !, 质 量 不 计 , 又 不 可 伸 长 的 绳 悬挂 于 固定 点 
B ,如 图 2 - 16 所 示 。 求 小 球 运动 微分 方程 的 首次 积 
分 。 

解 系统 具有 两 个 自由 度 , 选 9 和 gq 为 广义 从 
标 , 则 小 球 的 动能 为 


T= Sm + sin 8d) 
选取 重力 势能 零 位 在 B 点 , 则 势能 为 


V =- mailcostd 


则 控 格 斋 日 涵 数 为 
L= ml + Bsin 0) + mgloosd 

由 此 可 见 ,在 工 中 不 显 会 广义 坐标 wp 和 时 间 : ,由 此 可 图 2~ 16 
得 两 个 首次 积分 。 
循环 积分 为 

9T 

3 
即 

ml psind = 0, (a) 
能 量 积 分 为 
T,+V=C, 

即 


mi + isin 0) — mglcosd = C,(b) 


其 中 CC: 为 积分 常数 ,可 由 运动 的 初始 条 忻 
来 确定 。 

有 了 这 两 个 初 积分 ,就 不 必 列 微分 方程 而 
求 得 广义 坐标 9,g 与 时 间 + 的 关系 ,而 给 出 球 
面 技 的 运动 规律 。 

由 式 (a) 解 出 名 代 人 式 (b) ,积分 求 出 8, 然 
后 再 代 人 式 {a) 积分 求 得 gp。 | 

例 2~17 半径 为 尺 的 光滑 大 阁 环 以 名 角 
速度 w 绕 环 上 某 点 o 在 水 平面 内 转动 ,有 一 质 
量 为 六 的 小 环 在 大 环 上 滑动 ,如 图 2- 17 所 示 。 
求 水 环 运动 微分 方程 的 首次 积分 。 

解 。 小 环 为 所 考察 的 系统 ,只 有 一 个 自由 度 , 取 8 为 广义 坐标 ,其 中 p = wr ,出 小 环 的 


余 2- 好 


x = Reosp + Reos(g + 0) = Reoswt + Roos(wt + 0) 
y= Rsing + Rsin( yp + 8) = Rsinwt + Rsin(wt + 日) 
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其 中 c 为 积分 常数 ,该 式 称 为 循环 积分 。 所 以 对 于 保守 系统 如 果 存 在 循环 坐标 则 有 循环 积 
分 。 

系统 有 多 少 个 循环 坐标 , 便 有 多 少 个 循环 积分 ,这 里 我 们 引信 记号 

六 = 和 = 这 = (2 - 46) 

并 称 户 为 第 ; 个 广义 动量 ,于 是 可 碎 这 样 说 ， 
对 于 保守 系统 如 果 存 在 循环 坐标 9 , 则 对 应 于 该 广 
义举 标的 广义 动量 p 不 变 , 也 称 广义 动量 守恒 。 它 
相当 于 理论 力学 中 讲 过 的 系统 的 动量 守恒 或 系统 
的 动量 矩 守恒 。 

例 2-18 在 水 平面 内 的 均 质 圆 盘 要 绕 过 形 
心 的 竖 轴 转动 ,在 贺 盘 边缘 用 较 链 连结 一 个 提 如 图 
2 一 18 所 示 。 设 圈 表 的 转动 惯量 为 [半径 为 尺 , 控 
长 为 x, 押 锤 质量 为 mm , 试 列 出 此 系统 的 Lagrange 
方程 ,并 通过 首次 积分 求解 。 

解 取 贺 盘 之 转角 g, 及 摆 杆 相对 赔 盘 之 摆 角 p: 为 系统 的 广义 坐标 ,由 于 没有 广义 
力 , 系 统 的 Lagrange 函数 上 即 系统 的 动能 为 


= 了 = 1 + 3m[ (RG, + 7 凶 zcos9z) + (ressing)’] = 


图 2 18 


319? + DR +2RrGi pcosp, + BW] (a) 
系统 的 Lagrange 方程 为 
E(B + mR?B + mRrgacosp:) = 0 
mr $2 + mRr $icosg, ~ mRrg, psing: = 0 (b) 
由 于 是 保守 系统 ,存在 能 量 积分 
1G? + mR G+2Rroi pcosp, + 记名 ] = 8 (9 


由 于 上 不 显 含 wp ,存在 循环 积分 


或 

[十 mR + mRreeosg, = 人 (d) 

能 量 积分 (c) 及 循环 积分 (d) 都 是 问题 的 首次 积分 ,由 (d) 式 解 出 多 代入 (c) 式 ,积分 后 可 得 
P92(1) ,再 回 到 (dd) 式 , 可 解 得 q(t)。 

值得 注意 的 是 ,在 这 个 问题 中 虽然 是 循环 坐标 ,但 p，- 3 并 不 具有 对 O 轴 的 总 动 


量 矩 那样 的 含义 。 
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2.4 第 二 类 Lagrange 方程 的 降 阶 ( 罗 司 方程 ) 


对 于 完整 保守 系统 如 果 系 统 存在 循环 坐标 则 有 循环 积分 ,也 就 是 存在 系统 的 首次 积分 ， 
这 样 系统 所 列 出 的 方程 为 


aL . 

9g, 9 4j = 1,2,°",k) (2 ~ 45) 
daL aL _ 一 . 一 
di 9g, jg" (j=+1,k+2,...",n) (2 - 47) 


仍然 为 ”个 方程 。 罗 司 于 1876 年 利用 循环 积分 对 拉 格 朗 日 方程 进行 了 噬 阶 ,他 用 循环 积分 
使 拉 烙 朗 虽 方程 降 为 仅 保 贸 非 德 环 坐 标的 拉 格 朗 日 方程 ,使 得 拉 格 朗 日 方程 的 形式 更 为 简 
明 ,该 方程 即 为 多 司 方程 -下 面 我 们 来 推导 该 方程 。 

设 有 一 个 n 自由 度 的 完整 保守 系统 ,同时 设 有 & 个 循环 坐标 9 (f = 1,2,… ,上 ), 于 是 


Lagrange 通 数 可 写成 如 下 形式 
L = L(g ss (2 — 48) 
故 有 
这 =- (i = 1,2,,k) (2 - 49) 
由 
L=T-V=3D A + MAd+T-V (2 - 50) 
j= i=| 
其 中 
3 AL, Ar, 
A 二 人 mi 5 和 (2 — 18) 
3N 
Iz, 9, 
A om (2 - 19) 
和 El 2 -20 
站 一 FT 2 Br ‘ ) 
工 ， 一 QQ ,+) (s 一 1,2……, 3) (1 -14) 
有 
9 uy 。 
这 - PAG +t A= (2 ~ 49) 
t 上 二 


很 显然 它 是 广义 速度 的 线性 式 ,并 且 不 显 含 循环 坐标 9 (i = 1,2,… ,上 *) ,这 样 只 要 该 式 的 雅 
可 比 行列 式 
| (2, 一 1,2,..*…,k) {2 — 51) 
即 可 从 该 代数 方程 组 中 解 出 和 循环 坐标 g, 相对 应 的 个 广义 速度 9,{i = 1,2,…, 此 ) 即 
全， 一 人 (人 = 1,2,°",k) 
(2 - 52) 


现 定 义 一 个 函数 即 多 司 邓 数 


2 动力 学 普遍 方程 和 柱 格 衣 日 方程 * 61 ， 


R=L- 9, 疗 (2 — 53) 
将 式 (2 -- 52) 代入 式 (2 - 53) 消去 9.(i = 1,2,.…, 吉 ) 便 有 如 下 形式 的 Routh 瑞 数 
R= PT PE (2 ~ 54) 
首先 对 (2 - 54) 式 求 变 分 有 
SR = 5 Fdg + 53 天 89， + >» 8 {2 - 55) 


再 对 (2 - 53) 式 求 变 分 并 注意 到 (2 - 49) 式 有 


FE 
SR = 人 LL- > 有 29， -> D8)= 
pe 9 


全 199 = 39 所 29 后 
入 2 天下) (39 
由 
守 = ec (i= 1,2,.…,k) (2 — 57) 
有 
33()- Date (2 - 58) 
将 式 (2 - 58) 代 人 式 (2 - 56) 有 ” 
SR = S) jog, + >» 0, - Do (2 - 59) 
比较 (2 - 55) 式 和 (2 - 59) 地 应 项 相等 有 
天 = 天 (人 = 二 1 二 2 (2 - 60) 
六 = Gt (2 -61) 
= (2 ~ 62) 
将 上 式 代 人 Lagrange 方程 ,得 出 (nr 一 二) 个 罗 司 方程 
下 0 (2 - 63) 


上 述 方程 与 Lagrange 方程 具有 相 周 的 形式 , 只 不 过 是 用 罗 司 应 数 取 代 了 Lagrange 范 
数 , 但 方程 的 个 数 却 减少 了 上 个 。 
综 土 所 述 ,一 个 具有 个 自由 度 的 完整 保守 系统 , 若 系 统 中 有 上 个 循环 坐标 ,此 时 ,该 系 


统 的 个 Lagrange 方 程 可 降 阶 为 (% -上 ) 个 罗 司 方程 ,具体 做 法 是 首先 由 个 循环 积分 3 于 


= 5 解 出 是 = 1.2,…,)，, 然 后 代 人 罗 司 函数 R = 于- 人)( 到 ,再 将 时 司 配 数 怀 代 


人 加 司 方 各 中, 便 得 到 关于 (za 一 率 ) 个 三 环 从 标的 运动 微分 方程 。 
关于 循环 坐标 , 则 可 通过 求 积 式 而 得 


“所 分 煌 为 学 


g, =-| 窟 dt (i = 1,2,%,k) (2— 64) 
人 鲍 2- 19” 设 单位 质量 的 质点 M, 受 引力 的 作用 ,该 力 永 
远 通 过 园 定 中 心 0, 如 图 2 19 所 示 , 势 能 坝 数 为 V=- 人 (jy 7” 


为 引力 常数 )。 试 用 罗 司 方法 对 系统 的 Lagrange 方程 降 阶 。 r 
解 ”该 系统 为 完整 保守 系统 ,自由 度数 目 为 两 个 ,我 们 
取 r,0 为 广义 坐标 ,系统 的 动能 阔 数 为 站 
T=3(F 1+) dd 0 > 
系统 的 Lagrange 函数 为 图 2- 伯 


L= (7 +r 人 +t 
从 Lagrange 函数 中 可 知 ,8 为 循环 坐标 ,因而 存在 有 箱 环 积分 


A 即 ri=e 
8 


由 上 式 解 出 
1 
现 组 成 罗 司 郑 数 有 
.9L 1 "2 2 二 + 人 LL 
R=-L-2i 吕 = 到 + 
1 1 ,2 的 人 
并 t+ 
2 
在 罗 司 函数 中 ,利用 了 循环 积分 消除 了 循环 坐标 8 的 导数 6 ,把 两 个 自由 度 系统 简化 为 
非 循 环 举 标 > 的 单 自 由 度 系统 ,将 罗 司 函数 代 人 罗 司 方程 中 ,使 可 以 得 到 关于 非 循环 坐标 + 
的 运动 微分 方程 , 即 


GEES 
r Fr 


7?- 与 + 志 =0 (a) 
关于 特 环 坐标 8 则 可 通过 求 积 得 

0= | Sd (b) 
所 以 由 (a) 式 求 得 了 r(t) 后 代入 (b) 式 即 可 求 得 9(1)。 


习 题 


2- 1 如 是 图 2 - 1 所 示 , 重 量 为 P 的 竖立 鼓 轮 可 视 为 一 空心 图 柱 ,其 外 半径 为 尺 , 内 
半径 为 re 鼓 轮 上 纺 以 无 重 绳索 , 拖 动 一 均 质 圆柱 疹子 沿 水 平 而 无 请 动 廊 动 。 滚 子 重量 为 Q。 
如 在 鼓 轮 上 作用 一 炬 为 M 的 力 偶 , 试 求 其 角 加 速度 。 


2 动力 学 普 庆 方程 和 拉 格 邮 上 日 方程 “63 


_ 2 
答 : = UR Tr 50R: 
2 一 2 ”如题 图 2 一 2 所 示 , 不 计 滑 轮 及 绳索 的 质量 ,A 的 重 基 为 P,B 的 重量 为 QQ。 斌 求 


重 物 4 下 降 时 的 加 速度 。 此 时 重 物 B 上 升 。 


答 :a = 35 让 8 


是 图 2-1 


2-3 如题 图 2 -3 所 示 , 重 量 为 PP 的 实心 圆柱 ,在 其 中 间 
塘 以 缉 子 ,此 绳 的 另 一 端 跨 过 滑轮 〇 同 重量 为 QQ 的 重 物 M 相连 
接 , 设 重 物 M 上 升 ,不计 滑轮 和 绳 的 质量 , 试 求 重 物 lM 及 圆柱 轴 
C 的 加 速度 。 

答 :aw = 738sac - 

2 一 4 如 题 图 2- 4 所 示 , 一 重量 为 P, 的 单 摆 , 其 支点 固定 
在 一 贺 轮 的 中 心 〇 。 圆 轮 鞋 P; , 放 在 水 平面 上 , 圆 轮 与 平面 间 有 
是 够 的 摩 接力 阻止 滑动 . 设 关 轮 可 视 为 均 质 圆 盘 , 求 在 图 示 位 置 
无 初速 地 开始 运动 时 , 辊 心 O 的 加 速 竣 。 
Psin28 蚌 图 2 -3 

管 :a = 3P, + 2Psin 0 

2 -5 如 题 图 2 -5 所 示 , 一 重 为 P, 的 斜面 置 于 光滑 水 平面 上 ,在 斜面 上 , 放 一 半径 为 
r, 蛋 为 P; 的 均 质 圆柱 。 辕 柱 只 能 在 斜面 上 滚动 ,不计 滚动 阻力 , 求 贺 柱 中 心 相对 于 南面 的 
加 速度 ,以 及 斜面 运动 的 加 速度 。 

答 ;。 - 2({ PP + P, jsine ; 

~" (P+ P,) ~ 2P,cos a 

了 2sin2e 
” 3(P, + P) 一 2Piaostag 
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是 疼 2-9 

2- il 如 题 图 2 -11 所 示 , 两 个 请 轮 [ 和 下 的 重量 分 别 
为 Q 入; ,而 重 物 M 的 重量 则 为 P。 重 物 M 下 人 降 时 和 解 开 回 I 
上 的 强 并 且 无 清 动 地 带动 两 轮 旋转 , 设 两 轮 为 实心 均 质 圆柱 ， 
求 重 物 M 的 加 速度 。 

管 :a = -2 

2P+Q+Q 

2- 2 如 题 图 2- 12 所 示 , 重 量 为 Pi 的 杆 AB 向 下 平 动 ,使 
两 个 各 自重 最 为 P, 的 相同 辊 轴 分 别 绕 水 平 轴 〇 , 及 O 〇 ; 转动 ,同时 
迫使 夹 在 杆 和 轿 定 有 平面 之 间 的 重量 为 P; 的 圆 盘 滚 而 不 滑 。 设 杆 
AB 及 固定 平面 与 水 平面 的 倾角 为 a, 试 求 圆 盘 重 心 的 加 速度 。 

2P + 卫 ， . 

答 :ao = 28， 8P + 8E,T35Sm2 

2- 妇 如 题 图 2 -13 所 示 , 横 堪 A 的 重量 等 于 忆 ,清水 
平面 清 动 ,而 模块 B 则 沿 A 的 斜面 滑动 。 的 重量 等 于 P, , 角 w 
为 已 知 。 如 在 棉 块 B 上 有 水 平 力 FF 作用, 试 求 栅 块 A 的 加 速度 。 
摩 据 略 去 不 计 。 


Fsina + Paeosa  ， 
答 ;a = -gsina 


P, + P,sin a 


题 队 2 - 12 题 疼 2- 13 


dv 
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2 ~ 14 如 是 图 2 - 14 所 示 , 放 在 光滑 
水 平面 上 的 模块 A 的 重量 等 于 PP 。 均 质 实 多 
心 圆柱 的 重量 为 P;。 漳 算 的 刚性 系数 为 c。 
角 a 为 已 知 。 如 在 初 朋 时 系统 处 于 静止 , 弹 
筑 无 变形 , 试 求 模块 的 运动 方程 。 设 圆柱 与 | 
模块 之 间 无 滑动 。 


管 :z = 一 (1 — coskt )sin2m 


题 图 2 - 14 


2 3cg 
式 中 人 3P + P,(1 + 2sin a) 


2-15 如 是 图 2-15 所 示 , 模 块 A 的 重 
量 等 于 户 , ,物体 B 的 重量 为 P, ,水 平 弹 移 的 刚 
度 系 数 为 c, 角 a 为 已 知 。 如 系统 自 静 止 状态 开 
始 运动 , 试 求 三 棱柱 A 的 加 速度 , 设 阐 赞 在 初 
网 时 元 变形 , 咯 去 弹 自重 量 库 控 。 


P 
符 ;ai = gsina 十 
1 


巍 图 2 一 15 


2 、 PI+P, 
式 中 k 人 {PI + pssin a )P, ] 


2 -16 ”如 题 图 2- 16 所 示 , 一 均 质 实心 图 
盘 的 半 移 相同 ,其 质量 均 为 mm, 二 轴 O, 和 O。 
用 薄 筑 相连 结 。 弹 筑 的 刚性 系数 等 于 c ,其 自然 
长 度 为 了 ,弹簧 与 斜面 平行 ,斜面 与 水 平成 < 角 。 
如 运动 自 静止 状态 开始 ,此 时 弹 赞 的 形变 等 于 
60 , 试 求 国 盘 中 心 的 运动 方程 设 圆 盘 1 重 心 的 题 醒 2- 16 
初始 位 置 取 为 坐标 原点 , 圆 盘 滚动 而 不 请 动 。 


ee 
管 :zl = sina + Se(1 - coskt) ce 
= $e sina + PL+ oosht) + 1 
4 
式 中 如 = 及 襄 
2 - 17 如 是 图 2 - 17 所 示 , 滑 轮 的 O 轴 与 刚性 系数 为 c 的 铅 垂 漳 赞 机 


一 端 相连 。 重 物 M 在 铝 垂 降落 时 解 开 绳子 促使 滑轮 转动 ,滑轮 的 O 轴 则 沿 。 是 图 2 一 17 
铅 季 方向 振动 。 设 滑轮 为 均 质 较 盘 ,其 重量 为 中 , 重 物 M 的 重量 为 Pu 路 去 弹 条 和 绳 的 重量 。 
系统 自 静 止 状态 释放 .此 时 弹 委 无 形变 。 试 求 滑轮 O 轴 及 重 物 M 的 加 速度 。 


2P + Qosk 
管 ,ao = gooski;an = 8&8: ee 


_ ig.2P+Q 
式 中 = Q “3P+Q 


2 一 18 ”如 题 图 2 -18 所 示 , 已 知 重 物 M， ,AM ,AM 的 重量 分 别 为 P,P,,P,, 略 去 消 轮 
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与 绳 的 重量 以 及 摩擦 , 求 重 物 KM ,NM , M; 的 加 速度 。 
管 ;a 一 4gP;P, 
”BP(P, + P,) + 4P,P; 
Pi(P, - PP) + 4P,P, 
mT BE’ P(lP,+P,)+4P,P, 
了 《Pi 一 P,) + 4P,P;, 
“3 ”5 ”PP, + P,) + 4P,P, 
2-19 如 显 图 2-19 所 示 , 绕 过 动 滑轮 C 的 绳索 重 
绕 在 鼓 轮 A 与 也 上 ,在 滑轮 C 的 轴 上 挂 一 重 为 P 的 重 物 
DD, 鼓 轮 的 半径 均 为 +, 重 为 届 , 而 动 滑轮 的 重量 为 Q, , 且 
有 转 红 MM , Mi; 分 别 作 用 于 鼓 轮 上 (方向 如 图 所 示 )。 将 是 图 2 _18 
鼓 轮 及 滑轮 均 看 作 均 质 圆 盘 , 求 其 佣 加 速度 。 
答 :e = FM 人 2 二 4Q+3QD + M2P + 名 中 (P+ QI)(2Q + QI )r 
{P+Q+Q)2Q+ QUr (P+Q+Q)02Q+ Qi 
2- 20 ”如题 图 2 - 20 所 示 , 均 质 播 杆 OA 重 为 P, 圆 盘 A 重 为 Q。 当 系统 平衡 时 , 播 杆 
为 水 平 ,弹簧 BD 的 静 变 形 为 ,上 且 为 铅 垂 位 置 ,已 知 OA = /1 ,OB = a。 求 圆 盘 A 只 滚 不 滑 
时 ,系统 在 其 平衡 位 置 附 近 作 微 振 动 的 周期 。 


[5GET59) 
答 :r = 2r 3ag(P + 2Q) 


题 图 2 -- 19 题 疼 2 - 20 


2-21 如题 图 2 -21 所 示 , 均 质 杆 AB 重 为 P, 长 为 i,AC = BC,CD = OD = 5,AB 


-了 OC, 在 平衡 时 , 杆 OC 为 锁 垂 , 弹 征 DD, 为 水 平 , 目 未 被 拉 紧 。 求 弹簧 的 刚度 系数 < 为 多 少 
时 , 杆 AB 的 平 衔 为 稳定 ,并 求 出 杆 AB 在 此 平衡 位 置 作 微 振动 的 周期 杆 OC 自重 不 计 。 


PP _,, /PU +12a') 
管 :c > ai 3agfea ~ 4P) 


2-22 在 铅 垂 培 与 齿轮 之 间 放 入 一 个 作 铅 垂 振动 的 齿 条 。 齿 条 重 为 P, , 沧 轮 重 为 P;， 
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弹 竹 的 刚度 系数 为 “ ,齿轮 可 视 为 均 质 圆 盘 .已 知 当 它 距 平 衡 位 置 的 距离 为 ze 时 将 其 释放 ， 
并 且 有 和 韧 速 m , 摩 氛 不 计 。 求 齿 条 振动 的 振幅 。 


答 ,A = = a 


2 -23 ”如题 图 2 -~ 2 所 示 , 均 质 圆柱 A 的 半径 为 >, 质量 为 M, 均 项 桂 AB 的 长 麻 为 
,质量 为 m。 饮 链 A 和 刁 墙 处 都 是 光滑 接触 ,地 面相 当 粗 糙 , 以 至 网 柱 只 滚 不 请。 初始 时 系 
统 和 静止, 自 a = 45", 然 后 释放 , 求 初始 时 刻 A 点 和 8B 点 的 运动 加 速度 , 杆 的 角 加 速度 。 


Smg VY2a， 


答 :aa = 如 = (OM py 六 对: 


题 图 2- 21 题 图 2 - 22 题 图 2 - 23 


2-24 如 题 图 2- 24 所 示 , 均 质 直 棒 OA ,长 为 
1 ,在 水 平面 上 能 绕 其 固定 端 O 自由 转动 ,并 驱动 一 - 
个 在 棒 前 的 小 球 Ce 球 与 棒 的 质量 相同 .初始 时 小 球 
项 止 在 棒 前 并 离 O 点 很 近 , 同 时 此 棒 以 某 一 角速度 
旋转 ,假定 所 有 接触 均 为 光滑 的 . 求 当 小 球 离开 端点 
A 的 瞩 间 ,小 球 的 绝对 速度 与 椒 所 成 的 角度 。 


答 . 0 = arcten{ $ |~ 26"34 


2 一 25 如题 图 2 -25 所 示 , 质 量 为 mn 的 顶点 由 长 为 ! 的 无 质量 刚 杆 支 承 而 构成 倒置 
摆 。 销 轴 口 按 已 知 规律 > = Asiner 作 铝 琶 运 动 。 试 写 出 拉 烙 朗 日 函数 ,并 求 出 运动 微分 方 
程 。 

管 ;nx 8 + miAw’sinatsind — maisind = 0 

2 -26 ”如 题 图 2 ~ 26 所 示 , 质 量 为 mh 的 项 点 被 嵌入 半径 为 r 的 无 质量 男 盘 。 质 点 到 盘 
中 心 的 距离 为 1。 阅 凑 沿 平 面 无 浓 动 地 滚 下 , 平 区 对 于 水 平面 的 倾角 为 a。 试 应 用 拉 格 朗 日 方 
法 写 出 该 系统 的 运动 微分 方程 。 


题 图 2 一 24 


2 动力 学 普遍 方程 和 拉 格 期 日 方程 "£9. 


管 :mtr + -2ricos0) 8 + mrl dsing - mgrsing + mglsind + a)=0 


是 图 2 - 25 题 图 2 - 26 


2-27 如 题 图 2 - 27 所 示 ,- -粗糙 
柄 柱 体质 最 为 器, 半径 为 ,在 一 空心 同 
柱 体 内 表 而 上 无 滑动 地 滚动 。 空 心 圆柱 
的 质量 是 M ,半径 是 只 ,能 绕 本 身 水 平 输 
人 转动 ,两 圆柱 对 其 自身 轴 的 转动 惯量 
分 别 为 MR 及 半 mr2, 试 写 出 系统 运动 
方程 。 

管 : 设 8 空心 疾 柱 转角 ,gp 一 一 
两 柱 心 联 线 的 转角 ,有 


(M+ FRE- 3m(R-r)g=0 


3(R -rp 广 尺 全 + gsing = 0 


2 一 28 ”如 题 图 2 - 28 所 示 , 一 车 在 
斜面 上 无 济 动 地 滚动 , 斜 曾 与 水 平面 成 
ao 同 时 另 -- 阅 柱 体 在 车 板 (与 斜面 平行 ) 
二 无 询 动 地 滚动 , 圆柱 体 的 母线 与 车 板 
的 最 大 斜坡 线 相 垂直 .车 的 质量 { 车 轮 除 
外 ) 是 MM, 所 有 车 轮 总 质量 是 xw ,圆柱 体 
质量 是 Ml , 设 车 轮 都 是 均 质 密实 圆 盘 ， 
试 求 车 的 加 速度 。 

答 : 小 车 折 心 坐标 .x ,圆柱 体 相对 小 
车 转角 9， 


3 OM + Om + 2M) 
t= EM Hom 1 2M ssina 题 图 2 -28 


2 _ 动力 学 普遍 方程 和 拉 格 当月 方程 “7 了 1 。 


杆 OO , 匀 质 圆 盘 O 以 及 注 壁 贺 简 组 成 ,已 知 :(1) 均 质 杆 DO 长 为 ,质量 为 思 , 绕 口 轴 转 
动 ,以 9 表示 其 转角 ;(2) 均 质 圆 盘 O ,半径 为 ,质量 为 m ,由 杆 OO 带动 在 薄 壁 辆 简 内 作 
纯 滚 动 ;(3) 薄 壁 图 简 绕 轴 口 转 动 ,对 O 轴 的 转动 惯量 为 ,以 ? 表示 其 转角 .以 6 和 ?为 广 
义 坐 标 , 写 出 系统 的 动能 。 


题 图 2 - 32 


2-34 如 题 图 2 - 34 所 示 ， 
板 A 重 Q, 放 在 两 个 重 各 为 Q, 的 
均 质 滚 子 B.C 上 , 设 板 与 滚 子 间 
及 滚 子 与 地 面 间 均 无 相对 滑动 。 求 
在 水 平 力 P 作用 下 板 的 加 速度 。 

2-35 安装 在 水 平面 内 航行 
星 轮机 构 如 题 图 2 - 35 所 示 ,齿轮 
2 由 曲柄 口 , O: 带动 ,并 分 别 与 动 齿轮 1 和 定 
齿轮 3 相 吵 合 .已 知 次 轮 1 和 齿轮 2 的 质量 分 
别 为 mi 和 严 ; ,半径 分 别 为 7 和 rr , 且 r: = 
271 ,对 各 自转 动 轴 的 回转 半径 为 p 和 pz。 若 
作用 在 曲柄 上 的 主动 力 逢 为 M ,齿轮 1 上 阻 
力矩 邮 , 且 均 为 常量 ,不 计 曲柄 的 质量 和 轴 
承 摩 氛 , 求 曲柄 移 角 加 速度 。 

2 -36 曲柄 连 杆 机 构 如 题 图 2 - 36 所 
示 。 已 知 活塞 质量 为 mi。 截 面积 为 5, 气 负 环 
强 p; 连 杆 质量 为 m: , 它 对 活塞 销 A 的 转动 
惯量 为 六 , 杆 长 AB = ,重心 在 C 点 ,AC = 
4; 连 杆 的 偏 角 a = 人 BAO 很 小 , 即 1 a [和 1 
曲柄 及 飞轮 的 转动 惯量 为 );, 它 受到 阻力 矩 
为 M ,曲柄 长 OB = r, 设 新 氛 及 重力 影响 不 计 , 求 以 飞轮 转角 pT 文理 标的 系统 运动 向 


题 图 2 -~ 36 


2 一 37 一 半径 为 r, 重 为 忆 的 半圆 柱 体 ,在 水 平面 上 来 回 摆动 如 题 图 2 - 37 所 示 ,质心 
C 至 圆心 D 点 的 上 距离 为 了 ,半圆 桂 体 对 过 质心 C 并 与 图 平面 垂直 轴 的 回转 半径 为 , 设 接触 
外 有 足够 的 摩擦 防止 半圆 柱 体 滑 动 , 试 求 半 图 柱 体 在 其 错 垂 平衡 位 置 附 近 作 微 摆动 的 周期 。 

2 -38 ”用 一 根 无 重 弹 性 绳 把 一 质量 为 mm 的 小 球 4 悬挂 在 固定 点 口 ,在 其 锁 垂 亨 面 内 
摆动 ,如 题 图 2 - 38 所 示 ,。 已 知 弹 性 强 原 长 为 上 ,弹性 系数 为 c , 求 运动 的 拉 格 盘 日 方程 。 


岗 细 2 - 37 是 图 2- 38 


2-39 半径 均 为 尺 的 两 圆柱 4 . 吾 , 用 一 细 强 相连 如 题 图 2 - 39 所 示 。 昌 为 实心 均 质 贺 
柱 , 质 量 为 m ;A 为 空心 圆柱 ,质量 为 ma: , 且 沿 柱 面 均匀 分 布设 思 铝 垂下 降 ,B 沿 水 平面 内 
深 不 滑 , 深 动 摩擦 不 计 , 试 求 两 圆柱 的 角 加 速度 及 圆心 加 速度 。 

2-40 均 质 圆柱 质量 为 M ,半径 为 只 ,其 质心 O 处 匀 接 一 均 质 直 杆 ,其 质量 为 m ,村 
长 为 1, 设 圆柱 在 水 平面 上 只 滚 不 滑 , 如 题 图 2 - 和 所 示 。 询 出 系统 的 运动 微分 方程 。 

2-41 质 置 为 M 的 三 角形 模块 , 放 在 光滑 的 水 平面 上 ,一 质量 为 mm, 面 半径 为 RR 的 均 
质 贺 柱 体 沿 棉 块 斜面 无 滑动 地 滚 下 ,如 题 图 2 - 41 所 示 。 求 模块 和 圆柱 体 的 运动 。 

2-42 半径 为 尺 , 质 县 为 M 的 薄 壁 加 简 在 水 平面 上 只 滚 不 滑 , 又 有 一 半径 为 r ,质量 
为 wm 的 小 环 在 其 内 只 滚 不 滑 , 如题 图 2 - 42 所 示 。 列 出 系统 的 运动 微分 方程 ,并 求 微 拒 动 的 
周期 。 

2 一 43 ”用 一 根 理想 柔 强 ,其 一 端 系 着 质量 为 m 的 小 球 A , 放 在 光滑 的 水 平 桌面 上 , 强 


和 
的 另 一 端 穿 过 桌面 一 光滑 的 小 孔 O 系 着 质量 也 为 m 的 另 一 小 球 8, 使 B 在 铅 家 位置 上 运 
动 ,如 题 图 2 -43 所 示 。 试 求 系统 运动 微分 方程 的 首次 积分 ,并 讨论 球 A 作 圆周 运动 的 条 件 。 


古 图 2 一 39 题 图 2 -- 40 


题 图 2 - 41 题 图 2 - 入 
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2 ~ 4 币 定 滑轮 的 半径 为 ri ,质量 为 
m1 ,滑轮 上 伐 有 绳子 ,在 其 两 端 分 别 羡 上 轮 2 
和 轮 3, 它 们 的 半径 分 别 是 xr, 和 x, ,质量 分 别 
是 mts 和 rs , 且 m7 > ma, 设 绳 的 系 下 部 分 
都 是 铅 香 的 , 强 与 各 轮 间 都 无 相对 滑动 , 绳 的 
质量 不 计 , 如题 图 2 - 44 所 示 。 各 轮 均 视 为 均 
质 圆 盘 。 试 求 定 滑轮 1 的 角 加 速度 以 及 轮 2、 
轮 3 的 质心 加 速度 。 

2 一 和 45 一 质量 为 m ,长 为 /的 单 氛 的 支 
点 系 在 一 可 以 在 直线 轨道 上 作 纯 滚动 的 轮子 
中 心 A 点 上 ,如 题 图 2 - 45 所 示 。 设 轮子 视 为 
均 壬 图 环 ,其 质量 为 mm。 

(DD 以 xz4,6 为 广义 坐标 写 出 系统 的 拉 格 朗 日 函数 及 
其 运动 微分 方程 的 首次 积分 。 

《2) 设 开始 时 ,系统 处 于 静止 ,8 = 60", 求 当 押 经 过 铅 
冬 位 置 时 辊 心 A 的 速度 。 

(3) 设 开 始 时 ,系统 处 于 静止 ,rs = 0,8 = ，, 求 摆 锤 
8B 的 轨迹 方程 。 

2 一 45 一 光滑 铁丝 被 硒 成 撼 物 线 六 = 2az 形状 的 
拒 架 AOBA , 它 可 伐 铅 直 轴 Ox 转动 ,转动 惯量 为 了 ,铁丝 
上 套 有 一 质量 为 mr 的 小 球 ,可 沿 其 上 自由 请 动 , 如 题 狠 2 
一 6 所 示 。 若 作用 于 框架 上 力 假 是 为 g 的 已 知 函 数 , 即 M 
= MM(g), 力 候 矢 的 方向 与 Ox 轴 一 致 , p 为 框架 绕 Oz 轴 
的 转角 , 试 列 出 系统 的 运动 微分 方程 ,并 讨论 其 首次 积分 。 


3 拉 格 朗 日 方程 在 其 它 方面 的 应 用 


近 格 朗 日 方程 不 仅 能 很 方便 地 建立 完整 系统 的 动力 学 微分 方程 ,而 且 它 在 工程 实际 和 
物理 中 还 有 更 为 广泛 的 实际 应 用 ,下 面 主要 介绍 其 几 种 主要 的 应 用 。 


3.1 有 动 约 束 反 力 的 求法 


在 Lagrange 方程 中 ,理想 约束 的 约束 力 自动 消除 ,不 出 现在 方程 中 ,这 正 是 Lagrange 方 
程 的 一 太 优 点 ,但 在 某 些 情况 下 ,往往 不 仅 要 求 系统 的 运动 规律 ,也 需要 求 出 约束 力 ,下面 我 
们 就 来 介绍 约束 反 力 的 求解 方法 。 

首先 解除 与 欲求 约束 力 有 关 的 钓 划 ,解除 约束 后 由 约束 所 跟 制 的 自由 度 将 得 到 释放 ,也 
就 是 说 系统 的 自由 度 在 原 有 的 基础 上 增加 了 。 设 系统 所 增加 的 自由 度 的 数目 为 mr 个 ,这 时 
约束 力 将 以 主动 力 的 身份 出 现 。 

解除 约束 前 系统 的 Lagrange 方程 为 


9 EE “ ， 
rr (j = 2 ) (3-1) 
1 


注意 这 里 Q@, 为 非 有 势力 主动 力 所 对 应 的 广义 力 。 
解除 约束 后 新 系统 对 应 于 新 增 广义 坐标 的 Lagrange 方程 为 


ro (j= +1n+t+2, ,n+ pm) {3 — 2) 
对 于 (3 一 2} 式 其 中 工 二 (gga grm :1:2， ; .+o ) 是 解除 


约束 后 系统 的 Lag ange 本 教 .Q” 六 解除 约 宁 后 系统 的 非 有 势 主动 力 所 对 应 的 广义 力 , 它 只 
能 出 现在 (3 - 2) 式 中 。 

为 了 符合 原 系 统 的 实际 状态 ,还 需 引信 约 东 条 件 ,即今 9 = gu = … = qu = 0, 这 
样 由 (3 - 1) 式 求 出 系统 的 运动 9 ,q;,… , g, ,再 连同 该 约束 条 件 一 起 代入 (3 - 2) 式 便 可 求 
得 约束 力 眉 ”， +] Q nt2p “no 

例 3- 1 求 椭圆 摆 的 摆 杆 拉力 N( 如 图 3 -1 所 示 )。 

解 ” 原 有 系统 的 Lagrange 方程 如 下 


Gmit mtrit+ lipoosp) =0 


mal’ P+ pli cosp =— mglsing 
为 了 求 摆 村 的 约束 力 ,可 解除 此 村 的 约束 并 以 N 表示 丁 的 未 知 拉力 ,解除 约束 后 系统 
有 三 个 自由 度 ,ers 
系统 新 的 动能 为 


T= mi + dm[i +2(rposp + F sing) i+ rgG? + 7°] 
说 总 人 ns 有 a 
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求 作用 于 新 系统 上 的 主动 力 对 应 于 新 增 广义 
坐标 > 的 广义 力 Q, ,在 新 系统 中 令 休 关 0,6x = | 
0,5p =0 则 | 

Wbr = mgcoosgir — Nor 

所 以 Q, = mgoosgp 一 NN ,这 样 对 应 于 坐标 r+ 的 
Lagrange 方程 为 

全 (ma mt sing) ~ ma(2 Peosg + 

地 ) = mgoosp — N 
约束 条 件 为 :r = ! = 常数 ,因而 有 *= =0 代 人 
上 式 则 有 

nasingi + moat! = pgoosp — N 图 3- 1 

这 样 有 


N=— msing — mlp’ + mgoosy 


再 将 原 有 系统 Lagrange 方程 求 得 的 运动 +,p 代 人 上 式 即 求 得 了 动 约束 反 力 。 


3.2 确定 系统 的 相对 平衡 位 置 


一 个 力学 系统 相对 于 某 一 惯性 参考 系 的 平衡 问题 ,可 以 应 用 虚 位 移 原 理 来 解决 。 而 一 个 
力学 系统 相对 于 某 一 运动 参考 系 平衡 位 置 的 确定 , 则 要 应 用 Lagrange 方程 进行 研究 。 

设 有 NN 个 质点 组 成 的 完整 力学 系统 ,系统 其 有 n 个 自由 度 ,为 了 寻求 系统 的 相对 平衡 
位 置 , 可 以 取 = 个 广义 的 相对 坐标 9 ,gq,,，…, 9, 作为 确定 系统 位 形 的 参数 ,下 面 我 们 来 推导 


完整 约束 系统 的 相对 平衡 方程 。 
系统 的 动能 为 


AI +Too=T + 了 + 了 0 


9， 
其 中 
A, = A,(gis gg tt) 
及 三 A(g11g2, ,rst) 
To = Tolqi, gr", gn:t) 


3 二 > Ad + A 
9¢, i=1 
六 NA 
一 一 一- 
io 3 “dit d+ 9 


. 34， 
了 二 2 区 六 9 gq;+ 了 9 dj;+ Ag 


当 系 统 处 于 相对 静止 时 ， 必须 请 足 关 系 式 


(3 — 3) 


(3—4) 


(3 —5) 


(3— 6) 
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OOO CO 


49, 二 0 d,=0 (i = 1,2,.,7) (3 -7) 
将 式 (3 - 5).(3 一 6)、(3 一 7) 式 代 人 Lagrange 方程 得 : 
3 3 
杂 - 天 =Q (= 1,.2，n) (3-8) 


这 就 是 理想 完整 约束 系统 的 相对 平衡 方程 ,其 中 A, 为 动能 范 数 中 广义 速度 一 次 式 的 系 
数 , To 为 广义 速 产 的 零 次 项 。 

在 具体 问题 求解 时 可 不 按 上 面 的 方程 进行 ， 
实际 上 只 要 按 以 往 的 方法 列 出 Lagrange 方程 , 然 
后 令 各 方程 中 的 广义 速度 .广义 加 速度 均等 于 霍 
即 可 ,但 这 里 要 注意 的 是 所 选用 的 广 闵 坐标 是 找 
述 系 统 位 形 的 广义 的 相对 坐标 。 

例 3-2 如 图 3 一 2 所 示 , 均 质 直 杆 4AB ,长 为 
2a ,质量 为 六 ,两 端 分 别 沿 一 光滑 框架 的 铅 重 杆 与 
水 平 杆 做 滑动 ,框架 以 匀 角 速度 w 绕 铅 重 边 转动 。 
求 杆 相对 于 框架 的 平衡 位 置 。 

解 ” 该 系统 具有 一 个 自由 度 ,选取 8 为 广义 
坐标 ,axy 为 固 连 于 框架 上 的 动 坐 标 系 。 离 A 点 距 
离 为 ! 的 元 素 d! 相对 于 动 坐标 系 的 坐标 和 速度 分 别 为 

T= lsing y= (2a — [eosd 
A= 180080 y=- (4 -1)8 sind 


相对 速度 为 
这 二 证 Si 
牵连 速度 为 
= {lwsing 
绝对 速度 
人 三 十 
村 的 动能 为 
2 站 于 
了 = 王 :至 | (ftsin?9 + [8 -4al6 ?Sin 0 + 4a? Bsin 0)dl = 
{Salesnl + B038? — Ba’ ?sin 0 + ga Grsin? 9 | = 
4al\ 3 3 
Sma? (wsin’ + 人 
村 的 势能 为 
V = mgavcosd 
求 得 的 广义 力 为 
aV 


名 ， = 一 7 mgasing 


将 以 上 各 式 代 人 拉 格 遍 晶 方程 ,并 令 6、8 分 别 等 于 零 ,得 


~ 人 mazwzsingoosb = mgasing 
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sing ( $ aw?o0s0 十 e] =0 


满足 上 式 竺 于 零 的 条 件 , 存 在 两 种 情况 : 
3 11 3 
{1)cosd = 一 rp 一 pos (a) 
本 题 中 4 角 不 能 为 负 值 ,故此 解 不 合理 。 
{2)sind = 0,86=0 
即 AB 杆 位 置 沿 闭 氏 哥 的 锁 垂 轴 。 


3.3 用 Lagrange 方程 解决 碰撞 问题 


这 一 节 我 们 主要 研究 应 用 Lagrange 方法 研究 具有 n 个 自由 度 理 想 完 整 系统 的 碰 捷 问 
题 。 

碰撞 的 基本 特征 是 (1) 在 很 短 时 间 内 产生 很 大 的 碰 氛 力 ,但 磁 扫 力 的 冲 量 为 有 限 值 。 
(2) 碰撞 前 后 速度 发 生 突 变 , 但 位 形 几乎 不 变 。 

下 面 我 们 来 推导 适用 于 研究 磁 捷 问题 的 Lagrange 方程 我们 只 研究 碰 捷 过 程 开始 和 结 
东 时 运动 的 变化 ,而 不 考虑 磁 搜 过 程 中 每 一 泛 时 的 运动 情况 。 

由 Lagrange 方程 
dl3T1 3T _ 1 _ 
中 | -到 = ; (j = 1,2,.", 7) {2 — 16) 

我 们 考 弄 在 [0,At] 诡 间 内 取 上 述 微分 方程 的 积分 形式 ,将 上 式 两 边 嫌 以 di ,然后 在 区 
间 [0,At ] 内 积分 得 


A aT “ aT 四 hr 
| a 0 39 和 加 | Qidt (3-9) 
aT| 3T| -人 “Ty < art | a 
py ees 96, ‘=! =|, Qde+|, 3 < Qidt + dg | pon A 
|N Qdr =1, (3 - 10) 
上 式 中 我 人 称 -~ 为 广义 动量 ,7 称 为 广义 串 量 。 
人 
上 式 整 理 有 
| -3I = 了 (3- 11) 
9G; ~ 9 


该 式 即 为 碰撞 问题 的 Lagrange 方程 ,其 物理 意义 为 碰撞 过 程 中 广义 动量 的 变化 等 于 广 
义 碰撞 冲 重 。 

广义 溃 量 的 计算 方法 同 广 义 力 的 计算 方法 类 似 。 

1. 技 公式 计算 

主动 力 下 力 的 串 量 5 
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广义 力 @ 广义 冲 攻 三 
N ar, N ar, 
Qi = oF b= 2 5 ag 


2. 按 虚 功 的 方法 计算 
令 第 j 个 广义 坐标 的 虚 位 移 不 为 雪 , 其 余 的 均 为 零 。 


MN N 
2 ho = Wg, 2 Wo = Ldg; 
" N : N 

2 A) 2 SW,, 
| "7 


式 中 中 为 力 在 虚 位 移 上 的 功 ,6W) 为 冲 其 在 虞 位 移 上 的 功 。 

例 3-~3 在 O 〇 点 悬挂 的 连 杆 系统 如 图 3 - 3 所 示 ,O .4 为 柱 铵 ,两 桂 长 皆 为 ，, 质 量 皆 
为 m, 在 静止 状态 从 下 端 B 点 受 一 冲 量 了 作用 , 求 碰 挤 后 的 运动 。 

解 ”到 转角 p,q 为 广义 坐标 ,如 图 所 示 AB 杆 重心 C 的 坐标 为 


TI, = {singl + Ssing 
{ 
yy = lcosgp, + PS 


。 ， i, 
Tt, = piospi + FP2cosg 


里 bl =- 和 站 
y. =— 他 IsSingi 一 方 Psing2 


图 3-3 


于 是 系统 的 动能 


站 香 二 由 
= 加 到 ml 人 + Fm (Foo08 pi + P2008 gp + Pipicosgi eongp, + 


oisin’ pi + 译名 sin? ga + Plsingisings) + 了 ， oo 
整理 后 有 
T= 让 mf [ 委 如 + 地 扣 二 各 名 cos( 91 一 92) 
下 面 用 虚 功 的 方法 计算 广义 冲 量 
令 6p0 p=0 
lip( = 16p， 有 1 
令 2 =0 5: 天 0 
ldgp; 二 1 dp, 有 J = 
均 代 人 碰撞 Lagrange 方程 ,并 注意 = At 时 = 1, 二 ,t= 0 时 $= 0,8, = 
0 便 有 


Hn 


了 
nu 


nu | 


解 以 上 联 立 方程 便 得 


,_ 6 ， 30 
Pm Tm 
值得 注意 的 是 , 受 冲 击 后 两 杆 的 角速度 方向 相反 。 如 果 冲 量 作 用 在 AB 杆 上 任 一 点 ,该 
点 至 4 点 的 距离 为 , 则 广义 冲 量 为 
hi=h 了 = 


对 应 的 磋 捕 Lagrange 方程 为 
B86 + 3p, = 6 


nt 


+ 4 Ia 
+ 2 = 和 -全 
381 + 282 = 6 大 


值得 注意 的 是 , 当 a = 乞 ! 时 , 即 冲 量 作用 点 与 AB 杆 打击 中 心 重合 时 ,$， = 0。 


例 3- 4 相同 的 三 直 杆 AB .BC .CD 由 匀 链 连接 成 一 直线 ,并 从 水 平 位 置 下 落 一 支 座 
上 如 图 3 - 4 所 示 。 设 到 达 支 座 时 的 速度 为 u, 并 假定 磁 擅 是 塑性 的 { 即 碰 后 不 离开 ) , 求 磁 后 
各 杆 的 角速度 , 支 座 的 反 冲 量 以 及 动能 的 损失 。 


图 3-4 


解 系统 作 平面 运动 ,有 五 个 自由 度 。 问 题 所 求 的 是 三 个 杆 的 角速度 , 取 AB 杆 质心 坐 
标 z,y, 三 杆 转角 5, ,2 ,5 为 广义 坐标 ,注意 到 打击 后 不 产生 y 方向 的 速度 变化 。 设 每 杆 质 
量 为 mm ,系统 动能 为 


i 
部 m 达 + 。 me (1) 
因 
v2 二 坟 十 (0, + 及) 
va = + 有 (6, +260, + 6,) 
故 


1 。 。 2 。 ; 
T= 六 | 二 [并 + 字 ( +] +[+ 当 (人 + 
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下 面 求 碰 撞 后 的 动能 损失 ,将 (7) 和 (12) 代 人 (2) ,得 碰撞 后 动能 
T|,-w = Bm (14) 
基 此 ,动能 的 损失 为 
AT = Tl.o - TI,.», = Tmv 一 ls mw = Em (15) 


3.4 Lagrange 方程 在 耗 散 系统 中 的 应 用 


3.4.1 ”系统 总 能 量 的 变化 。” 耗 散 力 


我 们 仍然 考察 具有 * 个 自由 度 的 理想 约束 的 完整 系统 , 设 在 此 系统 上 除了 必用 有 有 势 
力 的 主动 力 外 ,还 作 几 有 非 有 势力 的 主动 力 。 务 外 , 非 有 势力 主动 力 所 对 应 的 广义 为 为 Q’(j 
= 1,2,… ,ni)o 轨 此 ,对 于 该 系统 Lagrange 方程 具有 如 下 的 形式 : 


df 36 Er (j= 1,2,.,n) (3 ~ 12) 
因 系 统 具 有 普通 有 势力 ,所 以 有 势能 函数 V , 故 系统 的 总 机 械 能 可 写 为 
E=T+V (3 — 13) 
而 总 的 机 械 能 的 变化 率 为 
dE dT ,dV 
dr 三 + t (3 14) 
其 中 
dT 2 ,. ,9T aT 
dg 
"aT,) wT_daT|), 3 
Pe + 9g, df 36 d+ 人 (3 — 15) 
由 Euler 齐 次 函数 定理 及 Lagrange 方程 上 式 可 写 为 
dT d fav -1 ,aT 
时 -是 2m TD0+ 和 -jt 
d dV aV ma, 37 
dT TT tt (3 - 16) 
将 上 式 两 边 均 加 上 9 则 有 
dE dE 4d ay a, ,aT 
下 2 (3 - 17) 
将 上 式 整 理 有 
笠 = PAG, + [Ti+270) -于 过 (3 ~ 18) 


由 上 式 我 们 可 以 看 出 ， 系统 总 机 械 能 的 变化 是 由 三 方面 因素 所 至 :其 一 为 非 有 势力 的 功 
率 》， Q',4; ,其 二 为 约束 的 非 定常 性 所 产生 的 能 流 , 其 三 是 随时 间 变 化 的 势力 场 输 给 系统 
1=l 
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的 能 流 。 
如 果 系 统 是 定常 的 而 且 势 力 场 不 随时 间 发 生变 化 则 有 


d= Do (3 — 19) 
此 时 ,系统 的 总 机 械 能 的 变化 完全 由 非 有 势力 作 功 所 致 .如 果 系 统 同时 又 是 保守 系统 ， 
则 有 
-=0 {3 — 20) 
此 时 就 是 系统 的 机 械 能 守恒 。 
这 样 如 果 非 有 势力 的 功率 了 @;9; 大 于 零 , 则 系统 的 机 械 能 增加 。 另 外 , 非 有 势力 的 功 
率 可 写 为 
P = Sr .oe Sr .= Sr . 区 和， = Des (3 - 21) 
如 果 非 有 势力 的 功率 P 恒 小 于 去, 则 系统 的 总 机 械 能 势必 三 小 ,我 们 将 这 样 的 非 有 势 
主动 力 FF 称 为 耗 散 力 , 受 耗 散 力 作用 的 系统 称 为 耗 散 系 统 。 
3.4.2 耗 散 系统 的 Lagrange 方程 


工程 中 吉 到 的 各 种 阻力 都 可 视 为 耗 散 力 ,下 面 我 们 只 讨论 粘性 阻尼 的 情况 , 设 作用 在 
第 i 个 质点 上 的 粘性 阻力 为 


F =-ev, {i= 1,2,,N) {3 — 22) 
其 中 = 为 粘性 阻尼 系数 ,此 时 恒 有 
p= 2R v= Dav: Vi= ~ >c ok (3 - 23) 
所 以 ， 人 可 尼 属于 村 角力 要 尼 力 所 形 起 凡 x 
(3 - 24) 
其 中 
by = eo (3 - 25) 
即 粘 性 阻尼 所 形成 的 广义 为 是 广义 速度 的 线性 型 ,其 功率 恒 小 于 零 。 
P= 9 $= Dbddr <0 {3 -26) 


由 此 可 知 ， 系数 舌 阵 [6 ] 必 是 正定 。 不 沦 力 之 机 理 如 何 ， 只 要 广义 力 如 是 广义 速度 的 
线性 型 , 即 
= Dode 12 (3 -27) 
而 有 是 [6 ] 是 正定 的 , 则 Q'G = 1,2,…,n) 一定 是 耗 散 力 。 
我 们 令 


则 广义 耗 散 力 可 表示 为 i 
Q’ =- 3 (3 - 29) 
36) . 
我 们 称 F 为 耗 散 应 数 。 同 时 ,我 们 也 可 看 出 
F =-3P (3 ~ 30) 


对 于 有 线性 粘性 阻尼 的 系统 ,其 Lagrange 方程 应 有 如 下 简单 的 形式 
ddaL 9L aF 
于 238 ag 十 3 = 0 (3 — 31) 
由 此 可 知 , 对 于 既 有 保守 力也 有 耗 散 力 的 系统 ,为 了 列 出 运动 方程 ,只 要 建立 动能 函数 
工 .势能 函数 V 及 耗 散 函数 下 即 可 。 
例 3-5 如 图 3 -5 所 示 的 二 自由 度 系统 ,其 中 两 质点 的 质量 分 别 为 | 及 ix, , 弹 得 
刚度 分 别 为 让 ; 及 起 ,阻尼 器 的 阻尼 系数 分 别 为 c， 及 ca , 试 列 出 该 系统 的 Lagrange 方程 。 


解 。” 取 质点 篇 高 各 自 平衡 位 置 的 位 移 g, ,gq, 作为 广义 坐标 ,于 是 系统 的 动能 和 势能 分 
别 为 


1 ， 。 
T= 7 (md + m2 gd2) 
1 2 1 
V= PA + 5&2(92 -gy 


F= 村 [co + cz( #2 一 人 六] 


分 别 代 入 耗 散 系 统 的 Lagrange 方程 得 
m+ (crt ea)dr -casa+(R + ka)g -kiqgs = 0 
ma 将 一 cl 十 人 ~ kg! + R202 = 0 


这 组 方程 可 用 多 种 方法 求解 , 详 见 振动 理论 专著 。 
3.5 Lagrange 方程 在 电学 系统 和 机 电 系 统 中 的 应 用 


分 析 力 学 是 从 能 量 的 观点 来 研究 系统 的 力学 问题 ,那么 在 电学 系统 中 同样 也 存在 著 功 
能 的 转换 ,也 有 许多 有 关 电 学 的 物理 参数 ,用 Lagrange 的 方法 是 否 同 样 可 以 描述 电学 系统 
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中 各 参数 之 间 的 关系 呢 ?实践 证 明 ,这 是 完全 可 行 的 。 充 分 说 明了 自然 界 的 统一 性 ,也 就 是 说 
描述 各 系统 参数 之 间 关 系 的 微分 方程 有 惊人 的 类 似 。 下 面 我 们 首先 介绍 一 下 电学 系统 的 
Lagrange 方程 。 


3.5.1 电学 系统 的 Lagrange 方程 


广义 回路 的 概念 

机 械 系 统 的 位 形 可 由 = 个 广义 坐标 来 描述 ,在 电路 系统 中 可 以 取 各 段 导线 (两 个 结 点 之 
间 的 导线 ) 的 电 梢 et = 1,2,…,M) 来 描述 电路 状态 ,很 显然 有 各 段 的 电流 = é,{s = 
1,2,…,M) ,但 这 些 电 流 间 不 是 独立 的 ,它们 应 满足 各 结 点 处 电流 之 和 为 愉 这 样 的 约束 条 
件 。 同 样 利用 约 东 条 件 我 们 可 以 选 出 mz 个 独立 电荷 e (j= 1,2,…,m) 或 广义 电流 二 (j = 
1,2,… ,zm ) 作为 描述 电路 的 基本 参数 ,它们 类 似 于 机 械 系 统 中 的 广义 坐标 ,一 -个 电路 如 有 
ni 个 独立 电流 ,我 们 就 说 该 电路 具有 产 个 自由 度 。 

对 于 一 个 复杂 的 电路 总 可 以 分 解 成 若干 个 独立 的 电路 ,这 些 独 立 的 电路 之 间 除 互感 效 
应 外 没有 其 它 电学 量 的 依存 关系 。 如 图 3 - 6 所 示 有 互感 联系 的 两 个 电路 ,我 们 着 重 研究 电 
路 A ,这 个 电路 吴 有 两 个 独立 电流 ,我 们 以 后 称 为 广义 电流 ,如 到 i ,2 作为 广义 电流 , 则 i 
可 由 约束 方程 决定 : 

-ii-ii=0 (3 - 32) 


则 样 对 上 式 我 们 可 以 取 变 分 ,最 热 独立 的 变 分 只 有 两 个 : 康 ， 及 吝 ;, 如 果 取 前 | 取 0, 
= 0, 则 得 到 一 个 有 电流 变 分 的 回路 GL ,如 取 况 | = 0 ,点 ; 天 个, 则 得 到 努 一 个 有 独立 变 分 的 
回路 GL; ,如 图 3 -了 所 示 。 推 而 广 之 ,电路 系统 中 任 一 广义 电流 变 分 名 夭 有 ,而 其 余 广 义 电 
流 之 变 分 皆 为 等 都 对 应 一 个 简单 回路 GEL, 即 广义 回路 。 最 然 一 个 电路 的 广义 回路 和 电路 的 
自由 度数 自 是 一 致 的 。 


3.5.2 ”电路 系统 的 Lagrange 方程 


由 于 电学 参数 和 力学 参数 的 相似 性 ,这 里 我 们 先 简 明 指出 一 下 。 电 学 中 的 电荷 的 电 景 e， 
相当 于 力学 中 的 位 形 坐 标 z,。 由 于 有 各 自 的 约束 条 件 ( 在 电学 系统 就 是 结 点 方程 ,在 力学 系 
统 中 就 是 约束 方程 ) ,这 样 我 们 可 以 选取 它们 各 自 的 广义 参数 , 即 广义 电荷 电量 e 和 广义 坐 
标 g, ,同样 由 上 面 可 以 看 到 广义 参数 和 原 有 参数 这 间 直 约束 方程 可 得 到 各 自 的 一 -组 变换 式 
于 ,在 两 组 坐标 空间 之 间 建 立 起 一 座 桥 梁 。 同 样 ,电学 中 的 广义 电流 i = 6 相应 于 力学 中 的 
广义 速度 。 
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下 面 我 们 由 电学 的 基本 定律 来 推导 电路 系统 的 Lagrange 方程 。 
1. 电容 的 静电 能 及 电位 差 。 广 义 电 容 电 位 差 { 相 应 于 力学 中 的 势能 及 有 势力 ) 
中 单个 电容 的 静电 能 及 电位 差 
一 个 电容 储存 的 静电 能 为 
W. = 由 (3 - 33) 


其 中 e 为 极 板 上 的 电荷 ,C 为 电容 ,一 般 来 讲 W, 既 与 e 有 关 , 也 可 能 与 力学 中 的 广义 坐标 9 

有 关 。 因 为 ,电容 C 与 极 板 间 的 距离 有 关 ,而 极 板 间 的 距离 在 有 些 情况 下 也 订 能 被 取 为 力学 

中 的 广义 坐标 。 对 上 式 取 变 分 {不 考虑 力 学 量 的 变 分 影响 , 因 只 考虑 电学 量 , 所 以 变 分 符号 用 
人 ) 

8°W. = Eee (3 - 34) 

另外 我 们 知 遵 比值 为 两 极 板 的 电位 差 , 即 4 = 去 。 考 直到 W, 是 e 与 4 的 函数 ,我 们 可 


以 有 如 下 关系 : 


, aWw, 
dW, = 8e (3 - 35) 
则 有 
aW, 
w= 村 (3 - 36) 
四 任意 电路 系统 的 总 电位 能 及 广义 电位 莽 
系统 的 总 静电 能 为 所 有 电容 器 上 电能 之 和 
1 1， 
W, = 到 2 车 (3 -37) 
通过 坐标 变换 可 以 将 该 式 表示 为 广义 电荷 的 二 次 型 
W. (eens ,ges ) = om (3 - 38) 
对 上 式 取 变 分 有 
dW, = DH ose, = 5 ia (3- 39) 
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其 中 
Fe = wt = := 为 外 (3 - 40) 
称 为 第 于 个 广义 回路 中 的 广义 电容 电位 差 。 


2. 线 羡 或 电感 器 的 磁 能 及 感应 电动 势 。 广 义 感应 电动 执 
设 有 两 个 线 图 , 线 轩 1 中 通 有 电流 i 时 会 产生 自 感应 电动 势 ,邻近 线圈 2 中 通 有 电流 
i ,并 与 线 图 1 看 合 时 会 产生 互感 电动 势 ,这 两 部 分 电动 势 所 对 应 的 总 磁 能 为 : 


W,. = 志 Ln + Liiliz (3 — 41) 
其 中 Li 为 自 感 , 工 : 为 互 盘 。 舅 外 , 线 轿 1 中 所 产生 的 磁 通 量 为 
P= Li+ Lni (一 42) 
比较 以 上 两 式 可 知 
= Te (3 - 43) 
所 产生 的 感应 电动 势 为 
1 __ 0 _ daW, _ 
a dr da (3~ 44) 


在 任意 电路 系统 中 ,所 有 电感 (包括 自 感 与 互感 ) 所 产生 之 总 磁 能 我 们 可 以 将 之 写 为 广 
义 电 流 的 二 次 型 : 


人 沙 于 li (3 ~ 45) 
上 式 中 L; 是 个 广义 的 电感 参数 ,一般 而 言 只 是 广义 坐标 的 函数 。 
对 上 式 取 变 分 有 
ee m9W. 
= 2 2 LuiBi: = 2 3 (3 ~ 46) 
由 此 可 知 
me DL G 
表示 第 上 个 广义 回路 中 的 广义 磁 通 后 。 
而 
本 = 一 (3 — 48) 
表示 第 大 个 广义 回路 中 的 广义 感应 电动 势 。 
3. 电 耗 散 卫 数 让, 
电路 系统 中 电阻 所 消耗 的 能 量 可 用 其 功率 来 表示 ,定义 电 耗 散 晃 数 为 ; 
= 于 > Ri (3 - 49) 


其 中 只 为 第 个 电阻 值 。 将 上 式 用 广义 电流 表示 , 则 函数 更. 可 表示 为 广义 电流 的 二 次 型 ， 
即 


V = $5 DR (3 - 50) 
i=] 
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对 上 式 取 变 分 为 


[ nm .| 
HY. = DD Rd = >) TE (3 — 51) 
lil hi “机 
式 中 
9 yD . 
5 = 二 一 2 Ra (3 - 52) 


现在 我 们 可 以 建立 以 广义 电荷 表示 的 电路 系统 基本 方程 ,根据 欧姆 定律 ,在 任 一 广义 回 
路 中 电 产 电动 势 感 应 电动 势 之 各 应 等 于 该 回路 中 电阻 及 电容 器 上 的 电压 降 , 即 有 ， 
二 十 下 = (3 - $3) 
其 中 ww 为 第 上 个 广义 回路 中 的 电源 电动 势 ,将 前 面 推导 的 各 式 代 入 上 式 则 得 到 电路 的 基本 
方程 如 下 、 
dW awW, 9 下 


一 上 + 一 一 小 一 一 二 本 一 
di | 3e， FE 3 tt (k= 1, ,0) (3 — 54) 


和 机 械 系 统 的 Lagrange 方程 比较 ,可 见 它 们 有 完全 相同 的 数学 结构 。 
3.5.3 ”机 电 系 统 的 Lagrange-Maxwall 方程 


所 谓 机 电 系统 是 指 机 械 系 统 与 电磁 系统 耦合 起 来 的 系统 ,在 这 种 看 合 系统 中 不 仅 有 机 
械 能 及 电 琵 能 的 变化 ,而 且 还 发 生 这 两 种 能 重 的 互相 交换 。 这 类 系统 在 工程 技术 中 有 极其 广 
泛 的 背景 ,如 电力 拖 动 设备 , 机 械 量 的 测量 仪表 等 。 这 类 系统 的 动力 学 方程 于 1873 年 由 
Maxwell 提出 ,由 于 无 论 对 机 械 部 分 及 电磁 部 分 都 用 Lagrange 方程 形式 写成 统一 的 数学 形 
式 ,所 以 称 为 Lagrange-Maxwell 方程 。 

机 械 系 统 与 电磁 系统 的 能 量 交 换 涉及 到 驱动 力 ,所 谓 了 驱动 力 是 指 质点 系统 在 电磁 场 中 
运动 时 所 受 的 力 , 两 个 系统 的 能 量 交 换 是 址 过 驱动 力作 功 实现 的 。 同 样 我 们 这 里 考虑 广义 驱 


动力 Qi 。 
为 了 得 到 广义 驱动 力 的 表达 式 , 我 们 利用 系统 的 功率 平衡 关系 
了 (3 - 55) 
以 上 关系 的 清 义 为 :电源 总 功率 等 于 电阻 .电感 .电容 所 耗 功率 及 驱动 力 所 耗 功率 之 和 。 
a 
R " (3 — 56) 


Wh 三 = 
二 ar 


W,, 的 时 间 导 数 为 


dW OW, di We (六 ?| a AW OW, 
ri q+ 和 


=] j 


dW dW a IW,. 
2 -和 to Ep (3 ~ 57) 


式 (3 - 37) 中 应 用 了 Euler 齐 次 消 数 定理 。 
dW,. _ Cd 9W,. 3 0W, , 


Em 


全 | dt A 到 131 998， 


W, 的 时 间 导 数 


. 9 ， 分 析 力 学 


阻 为 尺 ,电源 电动 势 E = Eosinml , 试 列 出 该 机 电 系 统 的 动力 学 微分 方程 。 
解 该 系统 电路 系统 只 有 一 个 广义 回路 ,力学 系统 描述 位 形 只 有 一 个 坐标 即 可 。 所 以 
系统 具有 两 个 自由 度 , 选 取 电 荷 电量 e。 和 坐标 z 为 广义 电荷 和 广义 坐标 。 
机 电 系 统 的 Lagrange 函数 及 耗 散 函数 分 别 为 
1 一 工 > 


= 让 m+ -kr -FT A 


= Re 


由 机 电 系 统 的 Lagrange-Maxwell 方程 得 系统 的 运动 微分 方程 如 下 


M2+ RE+ (Gs -zz)e = Eosinet 


部 La 
mrt+ kr Fae = 人 0 


习 是 


3 一 1 一 带 孔 的 小 球 , 在 分 力 为 F,、F, 的 某 一 主动 力 的 作用 下 ,在 平面 内 沿 著 具有 任 
何 给 定形 状 的 光滑 的 刚性 金属 毕 滑 动 。 用 极 坐 标 证 明 ; 不管 金 属 毕 的 形状 或 FF .FF, 的 值 如 
何 ,金属 丝 对 小 球 的 约束 反 力 的 分 量 RR, 、R, 的 一 般 表达 式 为 
及 .三 一 下 十 六 (天 一 -Ot)oos0 一 m{rdt 2F 0 )sing 
R,=-F,+m(?— r62jsing + m(rd +27 0)cosd 
3 一 2 ”如 题 因 3 一 2 所 示 , 质 量 为 m 的 质点 沿 着 半径 为 
r 的 光 清 球 的 球面 下 滑 。 设 : = 0 时 ,8 = 0、v。= r66。 证 明 
球 对 质点 的 约束 反 力 为 . 
R, = 3mgcosd — ra 一 2mg 
3 -3 如 题 图 3-3 所 示 , 质 量 为 m \ 长 为 /的 均 质 杆 ， 
杆 上 端 沿 着 光滑 的 墙壁 下 消 ,质量 为 M ,半径 为 + 的 圆 盘 沿 
水 平地 面 滚 而 不 滑 。 轴 承 处 及 滚动 的 麻 撩 不 计 。 求 墙壁 对 杆 
端点 的 反 力 。 


管 ;:R = (m + 2M + ju cosg -162sing) , 式 中 
JJ 为 图 盘 对 其 中 心 轴 的 转动 惯量 。 

3- 4 如 题 图 3 - 4 所 示 , 哑 铃 在 重力 作用 下 , 沿 铅 慰 平 面 运 动 , 求 连接 两 个 质量 mm 、 
Po 的 杆 的 张力 。 


答 :T = -ma 1 人 


题 图 3 一 2 


3 拉 格 天 日 方程 在 其 它 方 面 的 应 用 “1 


髓 图 3 一 3 题 图 3 一 4 


3 - 5 “如题 图 3 5 所 示 , 一 质量 为 m 的 小 球 可 沿 光 
滑 杆 AB 滑动 ,村 与 锅 垂 畏 成 0 角 , 轴 以 怀 角速度 w 转动 , 弹 
筑 刚 性 系数 为 , 求 小 球 的 平衡 位 置 。 

答 :r = 全 人 2 式 中 / 为 AB 的 长 度 ,lo 为 
漳 筑 原 长 。 

3 -6 如题 图 3 一 6 所 示 , 在 饮 接 平行 四 边 形 ABCD 中 ， 
杆 AB 与 CD 的 质量 为 mm ,村 BC 的 质量 为 my ,一 BAD = 5， 
丁 AD 不 动 。 今 在 B 点 沿 BC 线 作 用 -- 冲 量 $。 求 B 点 的 速度 


与 系统 的 动能 。 
答 ;m = - Sino T= Sesin 题 图 3 一 5 
Fm + ms 2($ m+ ms) 


3 -了 如 题 图 3- 了 所 示 , 质 量 为 m 长 度 为 ! 的 商 个 相同 杆子 ,在 他 们 的 端点 用 铵 链 连 
接 。 在 横向 冲 量 $ 作用 于 坐标 z+ 以 前 ,系统 处 于 静止 。 求 冲击 终了 时 立 、z 、z 的 值 。 证 明 在 


冲击 终了 了 时刻 的 动能 = S21 
7S  ， § ，- 


。 5 
答 :二 = 7 2 一 一 一 TT Fp 


这 | 中 | 1 


题 图 3 一 6 是 图 3 -7 


3 -8 ”如题 图 3 一 8 所 示 , 质 量 为 mm, 长 为 /的 刚 杆 以 速度 wv 平行 于 xz 轴 平 动 , 此 后 ， 
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杆子 与 光滑 墙壁 发 生 非 强 性 磁 捷 , 亦 即 ， 在 碰 接 后 杆 墙 沿 墙壁 无 摩 氛 地 滑动 。 设 碰撞 前 8 和 
6 之 清和 8 的 值 。 并 求 出 墙壁 作用 到 杆子 上 的 冲 重 。 


和 mn 


答 : 这 = 生 vo ;= 和 ma 6= 5 5 -之 wu 

3-9 加 题 图 3 9 所 示 , 质 量 为 ,长 为 的 刚 杆 , 当 上 = 0 时 ,在 6 = 45" 的 位 置 上 
处 于 静止 状态 。 此 时 铝 直 墙壁 开 始 沿 zx 正 疝 以 匀速 v。 进行 运动 。 假 设 墙 面 为 光滑 的 , 试 求 诗 、 
3》.6 的 初始 值 ,并 求 出 : = 0 在 时 刻 墙 辟 作 用 到 杆 上 的 冲 量 。 


答 : 工 = 言 m = 证 8= 一 全 S = 言 mu 


题 图 3 一 8 题 图 3 一 9 


4 哈密 顿 正 则 方程 


在 前 儿 章 中 ,对 于 系统 在 空间 的 位 形 我 们 采用 了 广义 坐标 来 描述 ,同时 给 出 了 建立 完整 
系统 的 动力 学 微分 方程 的 一 些 方法 ,并 讨论 了 它们 的 积分 问题 ,但 是 我 们 所 建立 的 Lagrange 
微分 方程 组 ,一 般 来 说 都 是 非 线性 的 ,除了 数值 解 以 外 ,很 难得 到 其 解析 形式 的 解 利 用 措 环 
积分 和 能 景 积分 一 般 也 只 能 在 一 定 条 件 下 求 出 部 分 首次 积分 ,并 不 能 来 出 全 部 积分 。 

在 动力 学 微分 方程 的 积分 理论 上 有 重要 进展 的 是 Hamilton 和 jacbi 的 工作 ,Hamilton 将 
2 个 二 阶 常 微分 方程 组 构成 的 Lagrange 方程 ,变换 为 含有 2 个 变量 的 2 个 一 阶 微分 方程 组 ， 
即 哈密 顿 正则 方程 .下面 我 们 具体 介绍 一 下 Hamilton 正则 方程 。 


4.1 Hamilton 正 财 方程 


4.1.1 完整 保守 系统 的 正则 方程 


对 于 完整 保守 系统 目前 我 们 也 可 称 之 为 Lagrange 系统 ,该 系统 存在 Lagrange 晴 数 , 即 工 
= 上 (g,6,t), 因 此 ,我 们 可 以 将 Lagrange 郴 数 中 的 变量 9 ,6 的 全 体 称 为 Lagrange 变量 。 辣 
样 ,前 面 我 们 介绍 了 广 文 动量 p ,这 里 我 们 将 g,p 的 全 体 称 为 Hamilton 变量 由 险 密 顿 变 量 
所 构成 的 函数 自然 是 Hamilton 函数 , 即 记 = 日 (9,p,t)。 用 Hamilton 函数 及 Hamilton 变量 
所 表达 的 动力 学 微分 方程 即 是 Hamilton 正则 方程 。 


对 于 完整 保守 系统 的 Lagrange 方程 为 

中 学]- 驻 = (= 1,2,1,7) (2 - 24) 
广义 动量 为 | 

pi 0 = 2 (2 - 46) 
系统 动能 为 

T= $A +t Bd + (4-D) 
则 

p, = Ai9， +B, (j = 1,2,.,.n) (4— 2) 
由 于 dat| Au| 关 0 册 有 

94, = Dp 4b (= 2,n) (4 3) 


即 广义 速度 和 广义 动量 之 间 存 在 有 组 性 变换 的 关系 。 
将 (2 -- 46) 进行 变换 有 


Spag, >» dg (4—4) 
对 该 式 左 端 进行 变换 
Dba = dD pd )- Dididp, (4-5) 
由 L = L(g,$,t) 有 
d= 并 dy + > pe + Fd (4-6) 
dL - > 3 - 芳 d (4 一 7) 
， ， 
dPpd)- Dodp = dt ~ Dy ddg, -Hat (4-8) 
即 
d( yp9， - 工 ) = dp - > dg - Fd (4 ~ 9) 
定义 和 可 
H= ypg-L (4- 10) 
为 哈密 赎 函 数 , 将 (4 - 3) 代入 该 式 , 则 有 
H= H{ea,p,t) (4— 11) 
对 该 式 取 微 分 有 
aH = 2 da ,+ jp dh + ed (4 - 12) 
比较 (4 - 9) 与 (4 - 12) 便 有 
和 = (4 - 13) 
户 =- 宛 (fj = 1,2,°",71) (4 — 14) 


式 (4 - 13) .(4 - 14) 称 为 Hamijton 正则 方程 ,或 简称 为 正则 方程 ,为 2 个 一 阶 常 微分 
方程 组 ,求解 这 组 方程 , 便 可 以 得 到 系统 的 运动 规律 。 


另外 还 有 两 个 关系 式 
aL aH 
天 = (4- 15) 
HL a 


在 正则 方程 中 ,由 于 用 广义 坐标 , 广 之 动量 来 代替 广义 坐标 ,广义 速度 作为 独立 变量 ,前 
者 具有 动力 学 意义 ,而 后 者 只 有 运动 学 意义 , 故 前 者 物理 意义 更 为 广泛 ,应 用 也 方便 。 
但 是 也 应 注意 到 ,建立 Hamilton 正则 方程 时 ,一 般 需 要 先 建立 Lagrange 函数 ,然后 按 p 


< (0j = 1,2,…n) 求 出 各 = 外 (gq9;p.0)( = 1,2,…,n), 青 代 人 Hamilton 函数 , 基 
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皇 ” 吗 密 顿 正 峙 方程 " 的， 


H= Dp -上 = H(g,p,t) {4 — 10) 


由 此 省 出 ， 用 哈密 领 正则 方程 建立 动力 学 方 各 
比 用 拉 格 朗 日 方程 建立 动力 学 方程 反而 麻烦 。 
但 是 正则 方程 结构 简单 .对称 ,而且 为 动力 学 的 
变换 理论 创造 了 有 利 条 件 并 为 2 个 一 阶 方程 ， 
所 以 其 更 具有 一 定 的 意义 。 

例 4-1 质量 为 m 的 质点 ,在 保守 力 场 中 


运动 ,如 图 4 - 1 所 示 , 其 势能 为 V = - 亚 , 试 


用 球 坐 标 (7 ,9 ,0) 写 册 其 哈密 可 函数 及 其 正 刚 
方程 。 

解 由 图 可 见 直 角 坐 标 (z,y,z) 与 广义 
坐标 (r ,gg,9) 之 间 关系 ,有 


工 三 rsindeosgp 
y= rsindsing 
zx = roosg 
质点 的 动能 为 
T= mz + 问 二 这) = 2 m{r + rd + rpsin gd) 


拉 格 朗 日 函数 为 


L=T-V= 3m(F + +t resin 0) + 全 
则 广义 动量 为 
四 = 2 = mmr, ps = 2 一 mr 0,p, 一 < 一 mr psin' 0 
3 38 98 
因此 有 
Pip_be ,be 
Tm ,0= mr pr sn 
哈密 顿 郊 数 为 
p: 
_p: 让 18 ps _ km 
H= T+V-= 了 六 t Dm Dmrisind rr 
伐 人 正则 方程 可 得 
本 
Ap, mm’ “ 3r 一 
_aH_ pe .93H picosd 
dpe mr pe 和 of mr sin 8 
__ be _ 9H 


人 ap。 mrisino' fr 39p =-0 


4.1,2 一 般 系 统 的 正则 方程 
对 于 一 般 的 非 保 守 系 统 , 其 Lagrange 方程 为 


" 06 : 


分 新 力学 
dj3L| aL 
2 -0 0= 2n) (3-1) 
将 式 (3 - 1) 变换 一 下 形式 有 
3 (4 -17) 
将 上 式 代 入 (4 - 9) 有 
dH = Dodp, - DP- QA)dg -Fd (4 - 18) 
再 与 (4 - 12) 比较 得 
aH 


$= Fp, 二 


(4 - 19) 
局 - 
b= tO (= bn) 
例 4- 2 


{4 — 20) 
这 就 是 一 般 系统 的 正 列 方程 ,与 式 (4 - 13){4 - 14) 比较 只 是 增加 一 项 非 有 热力 的 广义 力 。 
以 球 坐 标 表示 自由 质点 运动 的 正则 方程 。 


解 。 设 质点 的 质量 为 mm , 则 以 球 坐 标 r ,8,9g 表示 的 动能 和 势能 为 
T= Fm(F + r+ rsin' Op:) 
W = V(rid,p,t) 
L=T-V 


pr = Le = msi 
由 上 式 解 出 


多 一 -一 志 了 
mr’ sin 8 
这 也 正 是 正则 方程 的 前 三 个 方程 ,将 (a) 式 代 人 Hamilton 函数 得 


2 2 
H= HD) 全 + 全 
代 和 正则 方程 式 中 有 


4 ”哈密 顿 正则 方程 97， 


,= Lp 2 + 3 
六 

.dH proosg 9V 

六 站 
;» =_ 9H_9V 

Pe dg 9 


(a)(b) 合 起 来 就 是 所 要 求 的 正则 方程 组 。 

例 4-3 有 线性 阻尼 的 弹 筑 - 质点 系统 如 图 4 -2 所 示 。 质 点 的 质量 为 xm ,弹簧 的 刚度 
系数 为 上 ,阻尼 系数 为 c。 试 写 出 系统 的 正则 方程 。 

解 ”系统 的 广义 坐标 取 为 =, 系统 为 非 保守 系统 


1 
T= FT 


代入 正则 方程 得 


4.2 Hamilton 函数 的 物理 意义 及 正则 方程 的 首次 积分 


4.2.1 Hamilton 函数 的 物理 意义 
如 果 系 统 的 Lagrange 函数 不 显 含 时 间 则 系统 存在 着 广义 能 量 积分 , 即 ， 


| 
E= 2 -L (2-31) 
条， 


与 Hamilton 函数 上 = 51 pg，- 上 相 比较 可 见 有 
IE 
H=E (4 -21) 
所 以 对 于 定常 系统 Hamilton 隐 数 就 是 系统 的 总 能 量 。 
例 4-4 质量 为 m ,半径 为 r 的 均 质 小 球 ,在 其 重力 作用 下 ,在 一 半径 为 R 的 周 定 畴 形 
轨道 上 作 纯 滚动 ,如 图 4 - 3 所 示 ,试用 正则 方程 求 球 心 的 切 向 加 速度 。 


解 图 示 系 统 为 保守 系统 ,又 因 小 球 作 纯 滚 动 , 故 为 -- 个 自由 度 , 选 8 为 广义 坐标 , 因 
此 , 球 自身 转 开 角 9 为 
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司 9 dH 2 dH 9 如 地 
最 = 
(4 — 24) 
因此 有 
开 = 上 1 (是 积分 常数 ) {4 - 25) 


这 也 说 明了 后 中 不 显 含有 时 间 : ,同时 也 表明 了 ,着 以 Lagrange 函数 描述 系统 的 运动 时 
有 能 量 积 分 , 则 以 Hamilton 函数 撕 述 系统 的 运动 ,同样 也 存在 着 能 量 积分 。 


4.2.3 “正则 方程 的 循环 积分 

如 果 Lagrange 函数 有 循环 坐标 , 即 g(r = 1,2,…,&) 不 显 含 在 函数 工 中 , 则 由 式 (4 - 
16) 条 = - 和 可 知 ,9(r = 1,2,…, 上 ) 也 一 定 不 会 出 现在 Hamiton 函数 中 。 
因而 有 


aH 

区 =0 Cr = 1,2,.,k) (4 - 26) 
由 正则 方程 p, = - 9 = 0 有 

p: = Ah, {r 一 1 2 (4 - 27) 


,是 积分 常数 , 当 Hamilton 函数 不 显 含 某 些 广义 坐标 go 人 r = 1,2,… ,点 ) 时 , 则 与 之 共 因 的 
广义 动量 p, 是 运动 的 首次 积分 。 


例 4-5 质点 A 的 质量 为 m ,在 中 心 引力 场 中 运动 ,已 知 引力 下 = 一 你 ,其 中 是 引 


为 常数 。 试 写 出 其 正则 方程 并 进行 积分 。 
解 ”考虑 质点 在 平面 运动 , 取 极 坐标 +,6 为 广义 坐标 


T= m2 十 282) 


V = 
r 
L=T-V 
9aL 
Pb 三 三 mr 
ar 
py = mr 


由 于 是 定常 保守 系统 ,所 以 Hamilton 函数 就 是 系统 的 总 机 械 能 , 即 


pr _ Em 
H= T+V= 十 Fo 
正则 方程 为 
-名 
EE 
6= 三 


_ 分 省 放 和 - 
ps =0 
可 见 正则 方程 组 为 4 阶 微分 方程 组 。 
下 面 讨论 正则 方程 的 普 次 积分 。 
首先 ,考察 循环 积分 ,由 于 太 中 不合 有 举 标 8, 故 有 


pe = he 
这 样 我 们 可 以 重新 写 出 系统 新 的 Hamilton 函数 及 新 的 正则 方程 , 即 
p: 下 
一 2 3 -人 


=- 30 = 
即 有 


2 (a) 
出 hag Hn 
p, 3 


这 是 二 阶 的 微分 方程 组 ,由 于 有 了 一个 循环 积分 ,所 以 微分 方程 的 阶 数 比 原 方程 降低 了 
两 阶 。 


其 次 ,考察 能 量 积分 ,由 于 新 的 Hamilton 函数 不 显 合 时 间 1 , 故 又 存在 能 量 积 分 , 刻 = 
hk, 
起 + 7 r (b) 
例 4-6 具有 水 平 轨道 的 框架 可 绕 错 直 轴 转动 , 沿 轨 道 有 质 
最 为 m 的 小 球 在 运动 如 图 4 - 4 所 示 , 框 架 的 转动 惯量 为 /= 


_ 2 


mR ,作用 在 小 球 上 的 力 具 有 势 函 数 v(r) ,其 中 > 是 小 球 到 转轴 有 
的 距离 . 试 写 出 小 球 的 运动 微分 方程 。 . 
解 。” 取 框 架 转 角 及 r 为 广义 坐标 
下 = 了 应 十 Fm(F + rp ) = 六 m[ 疡 + (ri + k:)g] 
L=T- V(r) 
= = mr (a) “ 
dr 
,= 下 (b) 本 4 
9 
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由 于 是 定常 保守 系统 , 故 Hamilton 函数 即 为 系统 的 总 机 械 能 , 即 


_ _ 1[,; p 
H= T+ V =p +e |+ V(r) 


Hamilton 函数 不 含有 广义 坐标 p, 故 有 循环 积分 , 即 


Pe = he Ce) 
间 时 ,Hamitton 基数 不 含有 上 时间 1 , 故 有 能 量 积分 , 即 
[p+ es]+ Vr) 二 让 {d) 


由 (d) 式 解 出 p, 代 人 (a) 式 即 可 求 得 r(1), 表 由 (b) 式 即 可 求 得 p( 二)。 


4.3 ”位 形 空间 状态 空间 与 相 空 间 的 概念 


4.3.1 位 形 空间 


中 NN 个 质点 组 成 的 系统 ,其 位 形 可 用 3N 个 直角 学 标 .cl ,rs ，… ,zn 描述 。 为 了 形象 地 
理解 和 采用 几何 理论 研究 复杂 系统 的 运动 ,我 们 将 以 xi ,x ，… ,zn 为 正 交 举 标的 3N 维 空 
间 称 为 系统 的 直角 坐标 位 形 空间 ,简称 zx 空间。x 空间 的 点 称 为 系统 的 位 形 点 或 代表 点 。 确 
定 系统 位 形 的 3N 个 坐标 ,za，…zan 在 xz 空间 确定 一 个 点 相反 z 空间 的 点 代表 了 系统 
的 一 个 位 形 。 对 于 自由 系统 工 空间 中 任 一 点 都 是 系统 的 可 能 位 形 ,但 对 于 非 自由 系统 并 非 x 
空间 中 的 任 ~- 点 都 是 系统 的 可 能 位 形 , 在 系统 运动 的 同时 ,位 形 点 也 在 x+ 空间 中 移动 ,并 画 
出 一 条 连续 曲线 ,我 们 称 它 为 系统 的 x 空间 位 形 轨迹 。 

如 果 我 们 取 广 义举 标 g, ,q，,… ,q, 作为 确定 系统 位 形 的 坐标 ,我 们 将 以 ol oz 4。 
为 正 交 坐标 的 维 空 间 称 为 系统 的 广义 坐标 位 形 空 间 ,简称 9 空间 。 同 样 确定 系统 位 形 的 na 
个 广义 坐标 gl ,gz，…… 在 9 空间 确定 了 一 个 点 ,相反 gq 空间 的 一 个 点 也 代表 了 系统 的 一 个 
位 形 。 同 样 系统 运动 的 同时 ,位 形 点 也 在 g 空间 中 移动 ,并 画 出 一 条 连续 曲线 ,我 们 称 它 为 系 
统 的 9 空间 位 形 轨迹 。 

如 果 我 们 取 广 义 坐 标 9 ,93，…9g。 作为 确定 系统 位 形 的 坐标 ,我 们 将 以 gg 
为 正 交 坐标 的 fn = 3N -站 维 空间 称 为 系统 的 广义 坐标 位 形 空 间 ,简称 为 9g 空间。 且 确 定 
系统 位 形 的 n 个 广义 坐标 在 3 空间 确定 一 个 点 ,相反 取 g 空间 一 个 点 则 代表 系统 的 一 个 位 
形 。 

对 于 由 NN 个 质点 组 成 的 系统 , 若 受 有 ! 个 完整 约束 , 即 

lr,t)=0 {s= 1,2,..…,1) 
则 在 x 空间 由 于 约束 的 存在 ,并 非 空间 的 任 一 点 都 是 系统 的 可 能 位 形 , 但 在 4 空间 由 于 考 
虑 了 约 东 ,所 以 在 9 空间 代表 点 的 运动 是 完全 自由 的 ,g 空间 的 任 一 点 都 是 系统 的 可 有 位 
形 。 

换 一 种 看 法 ,我 们 可 以 这 样 来 看 , 即 

车 每 一 个 完整 约束 规定 一 个 超 曲面 , 则 代表 点 被 限制 在 这 ! 个 超 曲 面 之 交集 上 运动 ,这 
个 交集 是 一 个 n(» = 3N - 站 维 超 曲面 ,广义 坐标 是 这 n 维 超 曲 面 上 的 坐标 线 。 
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在 3N 维 位 形 空间 里 ,只 有 在 约束 所 规定 的 n 维 超 曲 面 上 的 连续 曲线 才 是 系统 的 可 能 
运动 ,而 在 9 空间 里 , 任 一 条 连续 曲线 都 代表 系统 的 一 个 可 能 运动 。 

如 果 除 完整 约束 外 ,系统 还 受到 非 完 整 约 来 的 限制 ,那么 在 9 空间 内 ,代表 点 虽然 可 以 
到 达 9 空间 内 的 任 一 点 ,但 连接 9 空间 两 点 的 任意 连续 曲线 却 不 一 定 是 系统 的 可 能 运动 轨 
迹 。 因 为 沿 g 空间 和 任意 一 条 曲线 运动 时 点 的 速度 不 一 定 满足 非 完整 约束 。 


4.3.2 ”状态 空间 


系统 在 任 一 时 刻 :的 位 形 和 各 点 的 速度 二 者 一 起 称 为 系统 在 : 时 刻 的 状态 , 当 系 统 的 运 
动 微分 方程 确定 之 后 ,系统 的 运动 则 完全 为 其 初始 状态 所 决定 。 

决定 系统 : 时 刻 的 状态 需要 6N 个 量 :zi ,rz rn zw 种 位 形 空 间 一 
样 ,我 们 将 6N 个 变量 组 成 的 6N 维 空间 称 为 系统 的 状态 空间 。 状 态 空间 的 点 称 为 状态 点 。 系 
统 在 t 时 刻 的 状态 对 应 着 状态 空间 的 一 个 点 , 反 过 来 ,状态 空间 的 一 个 点 也 对 应 着 系统 的 一 
个 状态 。 但 由 于 约束 的 存在 ,状态 空间 的 一 个 点 所 对 应 的 系统 的 状态 不 一 定 能 实现 。 系 统 运 
动 时 不 断 改 变 其 位 形 和 速度 分 布 ,状态 点 恒 在 状态 空间 中 描 出 -- 条 曲线 ， 称 为 状态 轨迹 。 

对 于 非 自 由 系统 ， 基态 前 用 久 汪 村 和 7 gg ,9 来 描 
述 ,以 gg ,9。 为 党 标的 2n 维 空间 ,也 称 为 状态 空间 ， 系统 的 状态 与 此 
空间 中 的 点 相对 应 。 系统 的 运动 也 可 以 由 状态 点 在 2 维 状态 空间 的 运动 来 表示 。 

我 们 再 来 看 一 下 位 形 空间 与 状态 空间 的 区 别 , 首 
上 先 通过 位 形 空 间 的 同一 点 可 以 有 许多 位 形 拉 迹 , 即 位 
形 轨迹 是 可 以 相交 的 。 这 是 因为 系统 的 运动 不 仅 取决 
于 给 定时 刻 的 位 形 , 还 决定 于 此 时 每 个 质点 的 速度 ， 
在 间 一 位 置 ,质点 可 以 有 不 同 的 速度 。 至 于 状态 空间 ， 
在 系统 的 动力 学 方程 满足 解 的 存在 和 惟一 性 条 件 , 需 
按 动 力学 方程 是 否 显 舍 时 间 : 分 为 两 种 情况 讨论 。 不 
显 含 时 间 的 称 为 自治 系统 ,如 定常 保守 系统 ; 显 含 时 
间 的 称 为 非 自治 系统 。 前 者 的 状态 轨迹 既 不 自 交 ,也 
不 互 交 ,后 者 则 不 然 。 例 如 着 安 = F(z ,了 ,1) ,这 是 一 图 4 一 5 


个 非 自治 系统 。 令 立 = y 则 = 上 上 F( 工 , 主 ,t) 则 状态 空间 为 (z,y) 平面 ,由 于 F(z,y,z) 显 
含 时 间 :, 所 以 在 不 同 的 时 刻 ， ,; ,通过 ( zo,yo) 的 状态 轨迹 的 方向 分 别 为 


“0 ) = 之 _ F(zxo,yo,0) 
il rn myop 


， 加 FF(zo Yost2) 
y (12) = Hiyo 


如 图 4 一 5 所 示 , 两 者 是 不 相同 的 ,这 表明 状态 轨迹 < 可 能 相交 ,也 可 能 自 交 。 但 在 下 不 显 舍 
时 间 上 时 ,由 于 改变 时 间 的 等 点 不 影响 动力 学 方程 的 形式 ,所 以 轨迹 曲线 通过 任 一 给 定点 时 
的 方向 是 -- 定 的 ,不 随 通过 时 间 的 不 同 而 改变 。 因 此 ,状态 轨迹 不 会 自 交 ,也 不 会 互 交 。 

其 次 对 于 完整 系统 ,广义 坐标 位 形 空间 里 任 一 条 连续 曲线 都 是 系统 的 一 个 训 能 运动 ,但 
在 状态 空间 里 ,随意 给 定 一 条 曲线 ,系统 能 省 实现 该 运动 ,还 要 看 给 定 有 曲线 的 坐标 (g,#) 是 
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否 符合 $= 扫 的 关系 * 例 如 ,在 系统 的 状态 平 


面 (gq,G) 上 ,上 半 平 面 状态 轨迹 的 走向 都 是 从 
左 至 右 的 (因为 了 > 0), 如 图 4 一 6 曲线 MM ， 
而 曲线 MM 则 是 系统 不 可 能 实现 的 运动 , 因 


为 在 此 曲线 上 99 < 0, 面 曲线 的 坐标 > 0。 


4.3.3 ” 相 空 间 


正则 方程 的 建立 表明 , 系统 的 状态 可 以 由 
2m 个 正则 变量 9 , p, 来 描述 ,这 2z 个 变量 实际 
上 包含 了 位 形 和 速度 分 布 商 个 元 素 在 内 ,这 当 
然 比 Lagrange 变量 的 内 容 更 为 丰富 ,应 该 能 更 全 面 地 描述 系统 的 运动 过 程 。 我 们 将 由 2z 个 
正则 变量 构成 的 空间 称 为 相 空 间 。 相 空间 实际 上 是 状态 空间 的 另 一 种 形式 ,系统 在 任 一 时 刻 
的 状态 由 相 空间 中 的 一 个 点 表示 ,系统 的 连续 运动 过 程 相当 于 相 点 在 相 空 间 中 描绘 出 一 条 
连续 曲线 , 即 相 轨迹 。 

对 于 自治 系统 面 言 , 在 相 空 间 中 不 同 的 初始 条 件 相当 于 相 空 间 中 的 不 同 点 ,而 通过 相 空 
间 中 的 一 个 指定 点 ,正则 方程 则 只 能 确定 一 条 积分 向 线 ,所 以 相 轨 迹 除 了 个 别 奇 点 外 ,不 会 
相交 ,于 是 全 部 相 轨 迹 给 出 一 族 清晰 的 图 像 , 使 得 我 们 对 于 各 种 初始 条 件 下 的 运动 有 -个 全 
摇 的 了 解 .然而 在 位 形 空间 中 的 位 形 轨迹 就 没有 这 种 优点 ,对 于 初始 位 形 相同 ,但 初始 动量 
不 同 的 条 件 ,位 形 轨迹 都 由 同一 点 出 发 ,但 以 后 的 位 形 轨 迹 可 以 完全 不 同 ,因此 ,如 果 我 们 将 
所 有 可 能 的 轨迹 在 位 形 空间 描绘 出 来 ,势必 得 到 杂乱 无 章 的 混乱 图 像 。 


图 4-6 


4.4 正则 变换 


4.4.1 正则 变换 的 定 尽 


正则 方程 虽然 具有 形式 简单 ,结构 对 称 的 优点 ,但 直接 积分 以 求 封 闭 形式 的 解析 解 时 。 
并 未 因而 减少 多 少 困 难 。 但 正则 形式 的 方程 对 于 编制 程序 在 计算 机 上 进行 数值 积分 提供 了 
十 分 有 利 的 条 件 ,但 这 是 另 一 问题 。 
Hamilton 所 提出 的 正则 变换 理论 为 正则 方程 的 求解 开辟 了 一 条 新 的 途径 。 
前 面 我 们 给 出 了 ~- 组 二 空间 和 9 空间 的 一 组 线性 变化 关系 式 ,这 里 我 们 在 2* 维 相 空 间 
内 同样 给 定 一 组 线性 变换 关系 式 。 
设 在 2n 维 相 空间 给 定 了 正则 变量 变换 {一般 情况 下 还 包含 时 间 : 作为 参数 ); 
Q, = 外 (ap 
fe - Prg,p 1 (i = 1,2,.…,n) {4 — 28) 
假定 雅 可 比 行 列 式 


AQi s,Q , Pi, P,) _ 
城中) 天 0 (4 29) 
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以 保证 存在 道 变换 
全 二 gi(Q,P,t) ， _ 
忆 = p.(Q,P,t) (i = 1,2, ,nn) {4 30) 
车 任何 正 列 方程 
$, = 了 (i = 2) (4 - 13) 
3 =-- 苞 (i = 2 (4 - 14) 
经 式 (4 - 28) 所 规定 的 变换 后 , 仍 保持 正 出 形式 , 即 
), -及 B,=- 藻 (i = ,2,8) (4 - 31) 


则 称 式 (4 - 28) 所 规定 的 变换 为 正则 变换 ,其 中 式 (4 - 31) 中 的 KK = K(Q,P,i) 是 变换 后 
方程 的 Hamilton 函数 。 

如 果 新 的 Hamilton 函数 下 的 结构 比 原来 的 Hamilton 画 数 亡 简 单 ,就 可 能 出 现 这 样 的 情 
说 ,用 新 变量 表示 的 运动 方程 (4 -- 31) 比 原 方程 (4 - 13).(4 - 14 ) 易于 积分 。 我 们 这 样 做 的 
目的 就 是 要 寻求 建立 在 变换 理论 上 的 正则 方程 的 积分 方法 。 

这 样 这 里 就 提出 了 两 个 间 题 ,一 是 如 何 建立 正则 变换 ,或 者 说 如 何 判 定 所 给 的 变换 是 正 
虽 变 换 ;二 是 如 何 使 变换 后 的 Hamilton 函数 具有 最 简单 的 形式 。 


4.4.2 ”正则 变换 的 判别 定理 (或 判别 条 件 ) 


下 面 我 们 先 来 解决 第 一 个 问题 
定理 。 对 于 正则 变换 式 于 


似 - pe (i = 1,2,…,n) (4 - 28) 
如 果 由 该 式 中 的 4n 个 变量 所 构成 的 式 子 
3 p69 - > PaQ (4 -32) 
成 为 某 -函数 下 的 变 分 , 则 该 变换 就 属于 正则 变换 , 即 
De - > PQ = (4 — 33) 


式 (4 - 33) 即 为 正则 变换 的 判别 式 子 ,其 中 下 是 新 旧 变 量 的 函数 = F(g,p,Q,P)， 
我 们 将 之 称 为 生成 本 数 或 母 本 数 .该 敬 数 中 有 4n 个 新 旧 变 量 ,但 同样 由 于 存在 正则 变换 式 
子 , 故 其 中 只 有 2 个 是 独立 的 , 即 生成 函数 只 能 是 2n + 1 个 独立 变量 的 函数 。 面 自在 这 2n 
个 变量 中 ,必须 有 ” 个 是 旧 的 变量 (9; 或 户 ) ,另外 还 有 有 个 是 新 变量 (Q; 或 已 )。 因 北 ,生成 
函数 睛 只 可 能 是 以 下 四 种 形式 之 一 
Fi(g,Q,1) 
Fa ,Pt 
Fs(p,Q,t) 
F(psP,1) 
下 面 我 们 给 出 具体 定理 并 证 明 。 
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如 果 正 列 变 换 式 子 (4 - 28) 油 足 上 述 状 别 条 件 {4 - 33) , 则 新 变量 满足 正则 方程 


@. = 下 6 =- 苑 (s = 1,2,.,n) (4 — 34) 
其 中 KK 为 与 新 变量 Q, ,PP ,: 有 关 的 一 个 新 的 险 蜜 顿 函数 , 且 有 
K = 有 + 了 (i = 1,2,3,4) (4 - 35) 


式 中 只 为 生成 函数 或 母 函数 。 
证 ” 设 上 述 变 换 的 生成 函数 为 第 一 种 形式 tq ,日 ,t), 即 用 变量 9 ,Q 和 + 作为 生成 
函数 的 独立 变量 。 由 于 q,Q 和 上 相互 之 间 是 独立 的 ,这 样 则 有 


了 0 《4 — 36) 
由 判别 式 
2 " "~ aF, " 9F, 
2 pi6q: ~ 21PiQ = 6F(q,Q.1) = 2 969 + 2 5000 (4 - 37) 
比较 等 式 左右 两 端 对 应 项 相等 有 
p= P= (=-12,,n) (4 ~ 38) 


另外 由 {4 - 38) 第 二 组 式 子 有 
aPp, 有 1 aF, FF 
开 = 庆 人 之 六 -5 让 人 4 一) 
将 Q, = QQ,(g,p,t) 和 P= P(g,pp,t) 分别 对 时 间 +: 求 导 并 考 虚 到 式 (4 - 36) 及 式 (4 一 
39) 得 


0 -上 - > (324 + 3p, )+2 Q - 


" {38.38 _ 3Q, 3 
这 入 -5 (2 (4 - 40) 
dP, > ap, ) aPp, 
了 9; tapP: + 3 = 


P, = 


ET 

， 3 玉民 
5 + )- FQ 
ap,aH dpP 9HY oF 
> dp 9p, jj- 53Q (s =1,2,.…,n) (4~41) 
记 泊 松 括 号 次 


dt 9 _ du 9 
0 
如 果 旧 变量 9g, , p, 和 新 变量 @, ,PP 形成 正则 变换 的 关系 , 则 存在 有 下 列 形式 的 泊 松 括号 恒 
等 式 


《au = (u,v)o.p (4 ~ 43) 
或 


同样 要 求 


4. 第 四 类 生成 函数 下 ,= F(p,P,i) 


判别 条 件 
> ~ gi6p, + 和 aap = 8F(p,P,1) (4 - 57) 
第 四 关 变 换 关系 式 上 
9 -5 Q = 人 2) (4 — 58) 
新 Hamilton 函数 
K=H+ 3 (4 - 59) 
同样 要 求 


FF, 
da 直入 z= 0 


以 上 讨论 表明 ,只 要 按 四 种 方案 之 一 选取 独立 变量 , 则 任意 给 定 由 这 些 变量 构成 的 生成 
函数 , 便 可 得 到 一 个 正则 变换 。 

但 对 于 给 定 的 正则 变换 , 独立 变量 的 选取 是 不 能 任意 的 。 例 如 ,对 于 恒 等 变换 

QR, = 9 PP, = p: (i = 1,2,..,n) 

显然 是 正则 变换 ,但 此 时 显然 不 能 取 gi ,ga ，… ,4 ;Qi, 昌 ;,… ,QQ, 作为 独立 变量 ,因为 9 
与 Q; 不 能 独立 变化 ,同样 也 不 能 选取 pi , 户 ;,…, 记 , ,P,P ,… ,PP 作为 独立 变量 。 

例 4-7 质量 为 的 质点 A, 置 于 
光 清 水 平面 上 ,与 一 弹性 系数 为 上 , 原 长 
为 i 的 水 平 弹 咎 相连 ,如 图 4 - 7 所 示 。 
试用 正则 变换 讨论 质点 的 运动 。 

解 ” 设 质点 在 平衡 位 置 为 坐标 原点 
0, 取 其 坐标 x 为 广义 坐标 , 则 


图 4 一 7 
T= 六 m2 V= kz 
于 是 
p= = mr 
喧 密 顿 黎 数 
-11,2,1,; 
H = 23m? + 2 
令 
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虽 哈 密 顿 函数 可 写 为 


五 = 7p 十 二 mw (a) 
车 取 第 一 类 生成 函数 为 
F{og,Q) = mar ?ootwQ (b) 
则 由 式 (4 - 38) 有 
aF 
p = Fr ~ maozeotwQ (ce) 
P =- 外 = 方 kz?cscwQ (d) 
新 险 密 籁 孙 数 
dF 
K=H+E =H= 
元 二 记 me _ 
了 muzzzeotwQ 十 F me x = 
me (I + cot eol) = 
hxc wl = P (e) 
央 上 不合 QQ@, 故 Q 为 循环 坐标 ,由 变换 后 的 正则 方程 式 (4 - 31) 
akK 。 AK 
一 3p P=— ji0 (f) 
故 得 质点 的 运动 微分 方程 为 
. QO=1 FP=0 (g) 
积分 上 式 得 
和 三 上 二 ea 只 = 有 《hh 


式 中 a,8 为 两 个 积分 常数 ,由 初始 条 件 确 定 。 
如 将 式 {h) 代入 (qd) 和 (ce) 得 原 坐 标 系 中 的 运动 方程 为 


= 全 -sinwQ = /sna 十 下) 
p= v2Pneosw(t + a) 

另外 ,由 于 = 0,K 为 常量 , 旦 等 于 系统 的 总 机 械 能 已 ,于 是 得 
K=H=P=p=E 


诗 二 A/ sinw(? + a) 


由 此 可 见 , 以 新 变量 表示 的 哈密 幢 函 数 必 ,是 只 有 变量 PP 的 函数 ,而 变量 Q 为 循环 坐标 
使 求解 方便 ,所 以 能 这 样 ,其 关键 在 于 选取 一 个 合适 的 生成 小 数 ,这 也 正 是 正则 变换 的 因 难 
之 处 。 


故 质点 的 运动 方程 可 为 


4 哈 审 补正 则 方程 


* 二 4。 


这 是 大 家 已 熟悉 的 上 抛 运动 的 公式 。 
例 4- 10 证 明 下 面 南 组 变换 方程 分 别 为 正则 变换 。 


(1)a = EsinQ,p = v2mkPoost 
{2})Q = arctan( 4 ),P 二 去 (g + pp) 
解 (1) 由 于 变换 方程 中 不 显 售 时 间 1 , 则 其 正则 变换 条 信 为 


2 (pdg, - PdQ;) = dF 
+=| 


gq = sinQ, p= v2imkPensg 
将 p,P 均 用 变量 g, QQ 表示 ,得 
p= pkgcottQ, P= 7 Mikg - ] 


将 上 式 代入 式 (a) 得 


mkgcot Wdy 一 dmkg’ ese QQ 一 d {3 mg cotQ | = dF,(g,Q) 


说 明 存 在 一 个 生成 函数 
F| = kg eof 全 


帮 为 正则 变换 。 
《2) 由 于 变换 方程 中 不 显 售 时 间 :, 则 其 正则 变换 条 件 为 


2 ( 方 dg -PdQ) = dF 
Pe 


将 
六 = arctan a dQ = Pe = 4dp 
a +p 
P= 本 (人 + 让) 
代 人 式 {b) ,得 
pdg - 3 + p:) Lo ap = 7(pdq + ydp} = df 各)= 


a otQ )= dF,(g,Q) 
说 明 存 在 一 个 生成 函数 
Fi(qg,Q) = 3 qootQ 
故 为 正则 变换 。 


{b) 
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4.5 Hamilton-Jacobi 方程 


4.5.1 Hamilton-Jacobi 方程 


寻找 正则 变换 的 目的 就 是 要 通过 变换 使 新 哈密 顿 函 数 K 含有 更 包 的 循环 坐标 或 更 简 
单 的 形式 ,以 利于 求解 .因此 , 我 们 也 可 以 从 相反 方向 提出 问题 , 即 按照 要 求 变 搞 后 的 
Hamilton 痪 数 K 所 具有 的 形式 去 求生 成 函数 。 

最 简单 的 Hamitton 函数 黄 过 于 恒 等 于 零 , 若 令 


玉兰 0 (4 ~ 60) 
K=H+ 守 =0 (4 -61) 
满足 上 式 的 生成 汕 数 S 所 产生 的 变换 称 为 化 零 正则 变换 
Q = 入 = P=- 入 =0 (i = 1,2,.,n) (4 - 62) 
即 
局 =amwm P=8p (二 2 (4 — 63) 


其 中 a, ,RB 是 24 个 积分 带 数 ,这 样 便 得 到 了 动力 学 问题 的 解 。 
下 面 我 们 主要 研究 第 一 类 生成 函数 S(e , 尽 ,2 中 的 化 堆 正 则 变换 。 
将 S 中 的 所 用 QQ, = a 代 人 有 


上 一 SCg 2 rr dtr 0 st) (4 — 64) 
将 其 代入 正则 变换 的 第 一 类 变换 式 子 式 (4 - 38) 得 
DS 3S(g s 2" Hn sR 2 
i 9d， 7 qq; | (4 ~ 65) 
p =- 近 = -入 二 et sens) =B {4 — 66) 


为 了 实现 第 一 类 正则 变换 ,还 要 求 
der[Fe |#0 
因而 可 由 式 (4 - 66) 将 g 作为 a,8 的 函数 解 出 , 即 
凡是 aa ansBi by, ,1) (i = 1,2,.,n) (4 — 67) 
将 式 (4 - 67) 代 人 式 (4 - 65) 全 得 
p= plarvar, "anspit ,ht) (i = 1,2,.,n) (4 — 68) 
式 (4 - 她 ) . 式 (4 - 68) 两 组 表达 式 就 是 以 诛 变 量 表 示 的 系统 状态 方程 的 通 解 , 它 包 会 
有 27 个 任意 常数 al ,a;,…,e, ,Bi ,Bl，…,B ,这 些 常 数 可 由 + = 0 时 系统 的 初始 状态 ql ， 
天 定 。 
由 此 可 见 , 只 要 找到 了 化 零 正 则 变 挤 的 生成 函数 5S, 动力 学 问题 就 解决 了 。 下 面 我 们 就 
来 讨论 如 何 找到 这 个 生成 函数 。 
第 一 类 正则 变 撞 的 生成 函数 应 满足 
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He,p0+ 宇 =0 (4 - 的) 


即 由 $S 决定 的 正则 变换 使 得 新 哈密 顿 函 数 多 变 为 零 , 但 上 式 中 的 p; 并 非 独立 变量 ,而 由 式 


(4 - 65) 所 决定 , 故 将 式 (4 - 65) 代 人 到 式 (4 - 69) 中 有 

CR (4 - 70) 
5 中 含有 个 任意 常数 a ,这 是 关于 3 的 一 阶 偏 微分 方程 , 称 为 Hamilton-Jacobi 方程 。 其 中 上 自 
变量 为 上 ,9 ，…,9, 共 + 1 个 独立 变量 。 


4.5,2 Hamilton-]acobi 定理 


根据 偏 微分 方程 理论 ,一 个 偏 微分 方程 存在 有 两 类 性 质 不 同 的 解 , 一 类 叫 通 解 , 通 解 指 
的 是 解 中 含有 独立 变量 的 任意 函数 , 通 解 又 叫做 通 积分 。 另 一 类 解 叫 敌 全 积分 ,对 于 一 阶 偏 
微分 方程 来 说 , 若 解 中 所 包含 的 任 章 常 数 的 数目 和 偏 微分 方程 中 独立 变量 的 数目 相等 , 则 这 
种 解 就 叫做 全 积分 。 对 于 Hamilton-Jacobi 方程 来 说 ,我 们 所 感 兴趣 的 是 它 的 全 积分 , 而 不 是 
它 的 通 解 ,因为 通 解 对 于 求解 哈密 顿 问 题 没有 什么 用 途 。 
现 特 Hamilton-Jacobi 方程 的 全 积分 写成 
S = Sg 92 0 a2 A ns) {4—71) 
任意 积分 常数 之 所 以 有 n+ 1 个 ,原因 是 独立 变量 及 +1 个 ,所 以 如 果 S 是 Hamilton-Jacobi 
方程 的 解 , 则 S + a,, 也 是 方程 的 解 (a,,, 是 一 个 积分 常数 ),a&, 对 正则 方程 的 求解 不 起 作 
用 ,可 以 不 予 考虑 。 于 是 ,我 们 所 需求 的 全 积分 只 要 求 包含 * 个 独立 的 任意 常数 ,而 这 个 要 求 
恰好 和 生成 函数 5 中 含有 nr 个 积分 常数 a, 是 一 致 的 。 由 此 可 见 ,Hamilton-Jacobi 方 程 的 全 积 
分 的 最 终 形 式 是 
S= S(aq 29°10) 
号 (Gy (4 = 64) 
以 上 的 讨论 可 归结 为 如 下 的 Hamilton-Jacobi 定理 ; 
定理 。 如 果 Stg ,ac,t) 是 Hamilton-Jacobi 方程 


党 + 0 (4 — 70) 
的 一 个 全 积分 , 则 在 满足 条 忻 
det| 3 污 |#0 
时 ,由 下 列 方程 
= (i = 1,2,…,n) (4 -72) 
2 (7 = 1,2,,n) (4 -73) 


解 出 的 和 = (va.B) ,p= p(yarB (= 12 ,7) 必 是 原 Hamiklton 方程 的 通 解 ,其 
中 yar 88， 及 是 积分 常数 。 

证 明 ” 因 S 是 独立 参数 gx, 的 函数 ,所 以 由 式 (4 - 73) 可 知 p, 也 是 q,a,i 的 函数 。 
将 式 (4 - 70) 对 w 求 偏 导数 得 


再 将 式 (4 - 72) 两 端 对 时 间 : 取 导 数 ,并 考 十 到 有 为 常数 , 则 有 
+ DE j=0 (i=1,2,,n) (4 75) 
在 式 (4 - 74) 中 ,由 式 (4 - 73) 可 得 
到 一 了 (4 — 76) 
由 式 (4 - 75) 威 去 式 (4 - 74) 并 注意 到 式 (4 - 76) 可 得 
中 全- 强 ) 
上 式 可 以 看 成 为 { 人 3 3 的 次 线 性 方程 由 于 系数 行列 式 det[ 5 六 | 产 0, 折 以 本 
方 可 组 只 存在 有 全 等 于 符 的 解 即 
pp -0 CG = 2%) {4 - 78) 


这 正 是 正则 方程 中 的 第 一 组 方程 ,下 面 我 们 再 来 寻找 另外 一 组 正则 方程 。 
将 式 (4 - 70) 对 9 求 护 导数 得 


+ D+ 0 人 = 2 (4 — 79) 
再 将 式 (4 - 73) 两 边 对 时 间 上 求 导数 得 
2 2 
六 (4 ~ 80) 
另外 
2 gH ap. IS ; 
> dg =- 和 |( 完 = 2 7 {4 — 81) 
将 式 (4 - 39) 与 式 (4 一 80) 相 加 并 注意 到 式 {4 - 81) 得 
b+ =0 (j = 1,2,. ,1) (4 - 82) 


这 正 是 哈密 顿 正则 方程 的 另外 一 组 方程 。 可 见 Hamilton-jaoobi 方程 的 全 积分 就 是 生成 函数 
So 
由 此 可 知 , 寻 找 险 密 顿 正则 方程 的 解 , 可 以 归结 为 求 Hamilto-Jacobi 偏 微分 方程 的 全 积 
只 要 找到 这 个 全 积分 ,再 经 过 求 导 运算 和 代数 运算 


Bil2n) (4 — 72) 
将 
入 = (=n) (4 -73) 


由 式 (4 -72) 求 导 并 解 出 9 = g(a,P)Ci = 1,2, 一 .4) ,并 代入 武 (4 一 73) 得 p= pt(i， 
ap 人 = 1,2,…,n) 即 得 出 了 正则 方程 的 解 。 由 此 可 见 求 解 Hamiilton 正 则 方程 的 拥 的 问题 
就 变 得 非常 简单 了 。 


4.5.3 ” 几 种 特殊 情况 下 Hamilten-jacobi 方程 的 求解 
1 .所 不 显 售 时 间 * 的 情况 
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当 Hamilton 函数 不 显 含 时 间 ;时 ,有 = 0, 于 是 存在 广义 能 量 积分 


H(qis ga 二 妆 r (4 ~ 83) 
Hamilton-Jacobi 方程 为 


+H(e)=0 (4 ~ 84) 
由 于 式 (4 - 84) 不 显 售 时间 + , 故 可 取 5 为 以 下 形式 
S=~-at+ Wo,g ,gq,) (4 — 85) 


在 式 (4 - 85) 中 WW 是 只 含 广义 坐标 gq 的 未 知 函数 ,将 上 式 代 入 到 式 (4 - 84) 中 便 有 
i )= a {4 - 86) 

这 是 由 于 存在 广义 能 量 积分 而 简化 了 的 Hamilton-Jacobi 方程 ,函数 W 的 地 位 和 生成 函 
数 S 类似 ,由 于 这 个 偏 微分 方程 不 显 合 时 间 1, 只 有 个 自 变 量 gq, ,9 ，… 9, ,同时 也 不 包含 
来 知 函数 多 本 身 , 因 而 其 全 积分 只 包含 n - | 个 任意 常数 ,但 由 于 方程 本 身 已 有 常数 a, ,所 
以 它 的 积分 中 也 应 含有 a, ,因而 其 全 积分 应 有 如 下 形式 


H Fi 2 dn 


W = Wig gd An) (4 — 87) 
由 简化 的 Hamilton-Jacobi 方程 求 出 三 之 后 ,根据 Hamilton-Jacobi 定理 便 有 
T= (= 1 ) (4 ~ 88) 
-8 (j= 1,2,.… ,#1) (4 ~ 89) 
th (4 — 90) 


其 中 a, ,B, 是 任意 常数 , 共 2xn 个 。 由 式 {4 - 89) 可 解 出 9 ,9,,… ,9 表 为 :,a ,Pp 的 蜡 数 , 然 
后 再 将 9, ,9 ，… 9g, 代 人 式 (4 - 88) 便 可 得 到 p, ,pi ，… ,pp, 表 为 ,a ,8 的 函数 ,这 便 是 正 
则 方程 的 通 解 .能 量 积 分 的 存在 ,使 要 解 的 偏 微分 方程 减少 了 一 个 自 变量 :。 
2. 存 在 循环 坐标 的 情况 

若 Hamilton 函数 所 中 有 nn - mm 个 措 环 坐标 9 ,…, 9, , 即 


H= Hitgy ,gn Pir r hst) (4 — 91) 
因而 由 原 正则 方程 有 
p=a, (r=m+l1,,n) (4 ~ 92) 
于 是 由 第 一 类 生成 函数 的 变换 会 式 有 
bp - a (r=mtl,.…,n) (4 — 93) 
满足 以 上 要 求 的 全 积分 可 以 写成 如 下 形式 
S= 3 Qa. + So( grr Gm mit rnt) (4 - 94) 
将 上 式 代 人 到 式 (4 - 84) 中 便 有 
+ H(g gett) =0 (4 — 95) 


这 是 由 于 存在 种 环 积分 而 简化 了 的 Hamilton ~ Jacobi 方程 ,n - mw 个 循环 坐标 的 存在 ,使 要 
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解 的 偏 微分 方程 减少 了 ma 一 m 个 自 变量 , 变 成 了 一 个 只 有 mm + 1 个 变量 的 偏 微 分 方程 。 
例 4~11 质量 为 za 的 自由 质点 ,在 保守 力 场 中 运动 , 试 以 直 前 坐标 . 柱 坐 标 及 球 誉 标 
写 出 其 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 。 
解 《1) 在 直角 坐标 系 中 
势能 V= VCryyzir) 


哈密 顿 函数 为 H= 2 (p+ ps + pe) +t V(r,y,z,t) 
FHamilton - Jacobi 方程 为 
完 + 寺 [人 ( 贤 S) + (中 | + ( 守 ) j vtzyzo=0 


{2) 在 柱 全 标 系 中 
势能 V= Vir,p,z,t) 
哈密 顿 函 数 为 H= 起 (有 十 二 p2 + Pr)+ V(r,p,z,t) 
Hamilton 一 Jacobi 方程 为 
ag Irf/iasy 11/19sY 139 人 
宛 + 让 |( 祁 ) + 去 ( 窜 ) (起 ) wezo9=0 
(3) 在 球 举 标 系 中 
势能 VY = Wh pt) 
了 哈密 顿 函 数 为 H= 2 (7 + 广 py+ 区 天 sp? )+ V(r,0,p,r) 


Hamilton - Jaoobi 方程 为 
3 1 f133 asSy ] /as 
+ (并) 机 (58】 ‘7 do( 守 ) | Vir,0,p,1) =0 
例 4-~ 12 试用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 求 解 质点 的 自由 落体 运动 。- 设 上 = to 时 ,质点 在 zo 
处 ,z= 0。 
解 “系统 具有 一 个 自由 度 ,选取 = 为 广 六 坐标 , 则 


动能 = 
热能 V = mgz 
因为 是 保守 系统 , 则 有 
H= TrV= mi +mgr= a 
aT 
~— 二 me 2= 它 
由 户 7 故 z = 六 代入 上 式 得 


三 2p 十 mas 三 8 
在 岂 中 不 显 含 时 间 * ,是 为 保守 系统 , 则 由 式 (4 ~ 88) 有 p = 3 并 代 人 上 式 ,由 式 (4 - 86) 
则 有 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 
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式 中 a 为 系统 的 总 能 量 ,由 起 始 条 件 决 定 。 积 分 上 式 有 
多 = [ v2mt(la— mez)dz . 
由 式 (4 - 90) 有 


aW 
doa 


- -上 fm. dx 
1 mo] 7 


C 一 mpgz 
由 初始 条 件 a。 = mgzo 代 人 上 式 有 


t-te 


将 多 对 = 求 导 得 


fd 厅 三 一 
上 2g(x — x) BY 
最 后 得 质点 自由 落体 的 运动 规律 为 

_ ] 2 
2 二 go— gt fo) 


例 4 -~ 13 试用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 求解 线性 谈 振 子 的 运动 。 
解 。 这 是 具有 一 个 自由 度 的 保守 系统 , 选 x 为 广义 坐标 , 设 弹 自 的 刚性 系数 为 ,其 蛤 
密 额 亢 数 为 


于 是 哈密 最 - 雅 可 比方 程 为 


茶 + 翅 (各 ) + 和 = (9) 
由 于 哈密 顿 函 数 不 显 含 时 间 1 , 故 为 保守 系统 ,由 式 (4 - 85) 取 
S=—-i+ W(xz) (by) 
式 中 上 为 能 量 常数 ,将 式 (b) 代入 式 (a) ,得 
坟 () + 
对 上 式 积分 得 


W(xz,A}= V mely 色 -rdr = 
ze (zf 和 2 - z+ 委 arcsin 去 = (c) 


于 是 由 式 (4 - 90) 式 (4 - 88) 有 正则 方程 的 积分 为 
dW 


57 一直 一 pe 三 pp (d) 
将 式 {c) 代 人 式 (d) 得 


上 一 有 = 天 = 至 arcsin{/ 去 -| (ey 
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工 -Vsny 和 ( 一 月 ) 《BE) 

这 就 是 所 要 求 的 谐振 子 的 运动 方程 。 式 中 常数 上 六 和 有 由 初始 荣 件 决定 。 
例 4- 14 单位 质量 的 质点 在 铅 垂 平面 内 运动 ,已 知 ! = 0 时 ,y = 0,z =0,y= 加 ， 
= 2o。 取 = 轴 铅 牌 向 上 ,y 轴 水 平 ,忽略 空气 阻力 ,试用 哈密 顿 ~ 雅 可 比方 程 求 运动 方 程 的 


由 式 (e) 得 


该 系统 为 保守 系统 , 故 哈密 顿 函 数 刀 = 了 了 +Y 
T= 了 P+i) v= (1) 
系统 的 哈密 顿 函 数 为 
Hq pt) = 3(p: + pe) + ge 2) 


于 是 哈密 顿 ~ 雅 可 比方 程 为 


da9 1193SY 1119asY 
宛 + 了 (的 | +3( 守 ) +gz=0 (3) 
由 于 方程 (3) 中 不 含有 上 及 y 故 由 式 (4 一 85) 式 {4 一 94) 可 以 设 
95 as 
ar = Sgy -0 4) 
代 人 式 (3) 便 得 到 
字 =vY -2gz -20 -ol 
从 而 可 得 到 方程 (3) 的 全 积分 为 
2 名 
_ _2 _ _ 201 + as 2 
S=att+eoy 3 Vasl z 2 ) (5) 
由 式 (4 一 72) 
SS . 
ae. = (i=1,2 n) 
得 
23,1 
2 2a1 + oad? _ 
a) 0 
2 2al + a 1 本 
yi 多 5 ) = {7) 
再 由 式 (4 ~ 73) 
> =p {i: = 1,2 n) 
得 
B&Q2 = by (8) 
v -28z 一 2 一 aa 一半 (9) 


任意 常数 a, ,a ,Bi ,8: 的 值 可 以 由 运动 的 初始 条 件 确定 。 
例 4-15 一 质量 为 m ,半径 为 a 的 均 质 圈 柱 体 , 沿 倾角 为 a 的 粗 料 斜 面 自由 滚 下 ,如 
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例 4- 16 开 卜 勒 问题 :一 质点 A ,质量 为 m ,在 一 中 心 引力 场 的 作用 下 ,作用 力 严 = 
生 。 利 用 雅 可 比方 程 求 质点 的 运动 。 


解 我们 首先 考虑 质点 在 平面 内 运动 并 用 极 坐标 (~,9) 确定 质点 的 位 置 , 则 质点 的 动 
能 和 势能 为 


T= mF 十 天 信 ) 
V =- 纤 (1) 
广义 动量 为 
= mmr,p = AL me (2) 
Or dp 
由 于 系统 是 定常 保守 系统 ,其 哈密 顿 函数 为 
H=T+V= 直 (P+ 名}- 竺 = (3) 


这 里 常数 a 是 系统 的 总 机 械 人 能 .由 于 歼 中 航 不 显 含 时 间 : ,又 不 显 含 广义 坐标 8, 所 以 本 题 
由 于 既是 保守 系统 ,又 有 短 环 坐标 的 情况 。 故 由 式 (4 - 85) 及 式 (4 - 94) 取 9 为 


岛 = 一 ar +egT+T 本 (ra yag) 《4) 
则 哈密 惯 - 雅 可 比方 程 为 
1 WY a pm 
| Adr ) + 2 六 ”or (5) 
对 上 式 积 分 得 
三 = [Van + 2 -dr {6) 
由 式 (4 - 90) 有 
-n= =| 3 (7) 
再 由 式 (4 一 72) 有 
-33 -+3 殉 - dr 
hj (8) 


这 里 j, 岛 都 是 任意 常数 。 
3. 可 分 离 变量 的 情况 
{1) 设 系统 为 定常 保守 系统 ,Hamilton 函数 万 具有 如 下 形式 
万 = Gfi(g bp), f(g pe)) (4 — 96) 
有 即 G 是 f,,…,f/ 的 函数 ,而 每 个 六 只 省 有 一 对 共 箔 变量 (9 , 户 ) ,又 因 五 不 显 仿 时间 ,所 
以 应 取 简 化 了 的 RHamilton - Jacobi 方程 形式 , 即 


Gl (eg ) (这 =， (4 — 97) 
垦 然 ,由 于 该 式 的 右 端 为 常数 , 面 左 句 的 每 一 个 函数 六 都 是 任意 函数 , 故 也 必 为 常数 ， 
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可 令 
f(a )=. (i = 1,2,.…,n) 《4 — 98) 
其 中 a; 是 任意 常数 ,于 是 有 
G(al as) = 有 (4 — 99) 
由 式 (4 - 98) 解 出 3 (为 此 要 求 /必须 显 含 , 即 3 关 0) ,由 此 得 出 
3- Fl(giva) (i= 1,2,,n) (4 - 100) 
积分 上 式 可 得 
W = DF (gd (4 - 101) 
由 4.5.3.1 节 我 们 知 S 可 取 为 以 下 形式 
S=h+tW=- Geo,a)t+ > Fg ,0) dg (4 - 102) 
由 于 在 本 情况 中 有 


FS _3F #5 


ie dander 0 (#7 = 12 7) 
因而 Hamilton - Jacobi 定理 中 所 要 求 的 条 件 


ize [#0 (4 - 103) 
这 是 因为 由 于 有 关系 式 式 (4 一 98) 及 式 {4 - 100) 
县 
fqnpi)}=a, (i= 1,2,.…,.n) 
p=F{(gm) (i=1,2,.…,n) 
便 有 
9f. _ | ~ 2f. OF, 
da dp, ga 
所 以 
| 3 “1 
况 =( 蒜 ) zx 


旗 有 式 (4 - 103) 成 立 ,由 此 式 (4 - 102) 给 出 的 5S 是 Hamilton - Jacobi 方程 的 金 积分 ,将 此 
全 积分 代入 Hamijton - Jacobi 定理 中 要 求 的 正则 变换 式 
as as 


3 br = RB (t= 2,n) 
将 式 (4 - 102) 代 人 十 式 便 有 
- 了， + (i = 2 (4 — 104) 
p =F(g,0) (i= 1,2,,n) (4 ~ 105) 


由 式 (4 - 104) 给 出 位 形 空间 的 解答 ,然后 再 由 式 (4 - 105) 给 出 相 空间 中 的 解答 。 
例 4- 17 试用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 找 出 一 个 自由 度 系 统 自 由 振动 方程 的 解 。 
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pb 1，， 
开 二 3 三 的 


由 式 (4 - 96) 有 
Fig = 二 + 了 tg (a) 
令 fi(qp)= +i = 
由 式 (4 - 97) 有 
G{le)= 凡 =a 
由 式 (a) 得 出 
p= Fly,a) = V2ma — mkg’ {b) 
由 式 (4 -104) 有 
_ mad 
和 | V2ma — mkg’ (9) 
即 
0 = Asin(w + 8) (d) 


= /2 2k 
其 中 六 = kT Tm 


(2) 如 果 Hamitton 消 数 有 如 下 形式 
H= &, | Bag (qi, Pi ), gz: p2], 93 1 P3} rq ‘pl (4 ~ 106) 
则 取 篇 化 了 的 Haimilton - Jacobi 方程 形式 , 即 


gags gg (gg ) ,go 99 Boge | 一 (4 — 107) 
显然 ,由 于 该 式 的 右 端 为 常数 ,而 左 端的 每 一 个 函数 g 都 是 任意 函数 , 故 也 必 为 常数 ， 
可 令 
(030 )= lI 
dW ， 
g2 (oq, 80 )= 2 (4 - 108) 


Ww 
Br Sa nA, 一 a 


设 西数 总 (a ，,9 , 户 ) 中 确实 含有 ,因而 5 


aw 、 
Ey 三 Cg al 


到 0, 由 式 (4 - 108) 便 可 解 出 各 偏 导数 如 下 


dq2 (4 — 109) 


和 
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所 以 W 的 全 微分 为 


dW = 2 I de = DG{g ,41s 0) dg (4 -110) 
r=] 1 1= 
于 是 有 
W 三 [Gi ,0 4 位 : )da， {4 一 111) 
i=1 
号 一 …… out 十 2 ce ,yd (4 ~ 112) 
1 二 上 


由 式 (4 - 109) 及 式 (4 - 112) 在 本 情况 中 有 
TS GG, FS 
dqda, da dgda 


因而 Hamilten - Jaeobi 定理 中 所 要 求 的 条 件 


0 (ij, i = 1) 


det [3 |- he 0 (4 ~ 103) 
这 个 不 等 式 存 在 的 理由 是 因为 存在 以 下 诸 式 
gagip) = (i= 1,n) (4 ~ 113) 
它们 等 价 于 
pi = Gg or) 
bp; = Gi (9g, ,1:91) {i = 2,.,n) (4 — 114) 
由 此 可 得 
所 以 
aG, dg 国 | 。 
天 = (到 人 
故 有 式 (4 一 103) 成 立 ,再 由 式 (4 - 114) 可 得 
ot __ {9g: /138 0 
(E/E) G= 2 (4 - 115) 
于 是 将 S 的 表达 式 (4 -- 112) 代 人 到 变换 式 (4 - 72)(4 - 73) 
as | 
防 = (i = 1,2,,n) (4—72) 
3 = (i = 1,2,.…,n) (4 — 73) 
得 


人 全 dG . 
[Pd + | Bd = 8 (i =n) 


由 
-++| Gg = (4 ~ 116} 
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4 一 1 已 知 力 学 系统 的 拉 格 朗 日 孙 数 为 
L= 3 #1 + 二 经 + G1 cazecostgl - 42) + 3cosgi + onsg: 


试 求 系统 的 哈密 顿 函 数 和 月。 
4-2 已 知 力学 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


L = 子 训 + 方 部 -外 -3 -gg 
试 求 系统 的 哈密 顿 亢 数 于。 
答 :H = 二 让 + 当 癌 + qi + + 9392 
4-3 已 知 力学 系统 的 动能 为 
工本 (时 + 部) 二 二 (人 二 (人 
势能 为 
V =2(g + 9 - gq) + 3 (es + gq4) 
试 求 系统 的 哈密 顿 函 数 厅 。 
答 :HH = Cp + pi +3p?s +3p: —2pips - 2p2p) + 


2(g? + qi- gig) + (9 + 9) 
4-4 已 知 某 二 自 虫 度 系统 的 动能 为 
本 = 3[(9 一 dy + a dit’] 
其 中 a 为 常数 ,势能 为 
V = gcosg2 
试 求 系统 的 哈密 顿 函 数 条 。 
管 :H = 7p + pa) + 3 + 站 Cos 了 : 
4-5 已 知 力 学 系统 的 哈密 顿 函 数 为 
H= gp gqpr+a(pl + pp) 
求 系统 的 拉 格 朗 日 函数 工 。 


4-6 已 知 力学 系统 的 哈密 顿 函数 为 
H= 计 全 全 +a(g + 


其 中 a 为 常数 , 试 求 系统 的 拉 格 朗 晶 本数 L。 
短 :L = 于 (+ (人 + 如 -2a) 
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2 

H= rp py + pi)+ A + 部 ); cr -ay 
je 

4-13 如题 图 4 -13 所 示 , 质 量 为 
M 的 三 校 柱 可 沿 光 滑 的 水 平面 滑动 。 半 三 
径 为 ” .质量 为 六 的 均 质 圆 柱 可 沿 与 水 
平成 a 角 的 棱柱 侧面 无 滑动 地 滚动 。 试 求 
系统 的 哈密 顿 函 数 ,建立 运动 的 正则 方 
程 。 

管 ; 取 校 柱 位 移 zx ,圆柱 相 对 棱柱 转 
角 9 为 广义 坐标 , 则 哈密 顿 函数 为 题 图 4 - 13 


_ mr pi + 2CM + m) ps — 4mrp, ps oosa 


H 2mr [3M + mt(l + 2sin a) | 


正则 方程 为 
3p.r — 2p,0080 


Pr proosa 
r[3M + ml + Zena)]’ PF 0 


中 
re 


2M + mm) pe -2mprroosa » _ . 
mril3M + m(l + 2sin ajj'Ps BT SINA 


4 一 14 试 求 双 摆 的 哈密 顿 函数 ,并 建立 正则 方程 . 双 摆 由 质量 为 m 长 度 为 ! 的 两 个 相 
同 的 均 质 杆 组 成 。 
答 : 取 商 杆 与 铅 垂 线 夹 角 mp, 风 为 广义 坐标 , 则 系统 的 哈密 顿 函数 为 


月 -6Lpo+4pb9 一 3popyoos( 风 一 9)] 3 josw Lm 
ml [7 + 9sin (yy ~ 9)] TE CP ™ FT ME cosy 


4 一 15 在 均匀 重力 场 中 ,一 刚度 为 上 的 弹簧 下 端 挂 一 质量 为 m 的 杆 。 应 用 哈密 顿 方法 
求 摆 在 竖 直 平面 内 的 运动 方程 。 


1 
管 ;日 = 2 (: + 总 三) mgr cosd + kr -ro 


mm mr 6? mgcosd + k{r ~ ro)=0 
mr? + 2mr e+ mersing = 0 
4 一 16 如题 图 4- 16 所 示 , 岳 弹簧 刚度 为 上 和 ,两 物 块 质量 为 m, 和 xm, ,并 受 有 
粘性 阻力 分 别 为 - 6 | ，- 如 。 求 系统 的 哈密 顿 函数 和 正则 方程 。 


了 
了 二 1 
管 :HH 一 A + 2 十 3 ki 本 可 有 (zz - ri) 


= 
一 2 


申 
5 9 二 
! n't pz 


pa 三 一 风灾 | 十 开工 — zx1) 一 而 21, Pa 二 一 下 不 工 2 — x1) 一 ba 下 2 
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题 图 4- 16 


4-17 如 题 图 4- 1 所 示 , 一 光滑 金属 丝 被 弯 成 方程 为 二 = 4ay 的 抛物 线形 , 式 中 必 为 
常数 ,o 点 为 顶点 ,金属 丝 以 匀 角 速度 w 弹 铅 重 轴 y 转动 ,一 质量 为 mr 的 小 环 , 赛 在 此 金属 丝 
上 ,并 可 沿 著 金属 丝 滑动 .试用 正则 方程 求 小 环 在 z 方向 的 运动 微分 方程 。 


题 图 4 一 17 题 图 4 - 18 


4 一 18 一 直 管 AB 与 锁 冬 轴 orx 成 角 固 结 在 轴 上 4 点 处 ,并 以 匀 角 速度 w 绕 该 轴 旋 
转 , 如 题 图 4 - 18 所 示 。 一 质量 为 m 的 质点 在 管内 作 无 摩 氛 滑动 ,用 正则 方程 求 质点 的 相对 
运动 微分 方程 。 

4 一 19 ”两 个 相同 的 均 贰 和 车轮, 重量 
为 忆 , 半径 为 民 , 由 一 均 质 (平行 于 
DOD:) 杆 AB 相连 , 重 为 多 ,车 轮 在 水 平 
面 上 和 作 无 滑动 地 左右 摆动 , 如 题 图 4 ~ 
19. 设 DA = DB8 = a, 用 正则 方程 求 
微 摆动 周期 。 

4 一 20 一 根 长 为 4, ,不 计 三 量 且 不 


128 ， 分 析 力 学 


可 伸 长 的 柔 绳 绕 过 一 个 不 计 质 量 的 定 滑 轮 A ,在 其 一 端 挂 有 质量 为 m，= 5kg 的 物体 , 另 一 
端 挂 着 无 重 动 滑轮 , 另 一 根 长 为 已 ,不计 质量 ,不 可 伸 长 的 柔 缠绕 过 滑轮 日 ,其 两 映 分 别 挂 
着 质量 为 m; = 3kg 和 mm = 2kg 的 物体 ,如题 图 4 - 20 所 示 , 设 编 与 滑轮 间 无 滑动 .用 正则 
方程 求解 三 个 物体 的 运动 。 


CC 


题 图 4 -21 


4 - 21 ”一 半径 为 R 的 贺 盘 被 园 定 在 负重 平 面 内 ,一 根 长 为 /+ 此 < 的 不 可 伸 长 的 轻 强 


上 自 绕 在 圆 盘 边缘 上 ,上端 固定 在 贺 盘 最 高 点 A 上 , 强 的 下 端 系 着 质量 为 mm 的 质点 ,如 题 图 
4 -21 所 示 。 用 正则 方程 求 质点 的 运动 微分 方程 ,并 求 其 微 振动 频率 。 

4 -22 长度 为 21 ,质量 为 m 的 均 质 直 杆 AB , 它 的 
上 端 兰 在 光滑 的 铝 生 墙 上 ,下 端 拉 在 光滑 的 水 平地 板 上 ， 
如 题 图 4 - 22 所 示 。 设 杆 始终 在 图 示 平 面 内 运动 .村 从 8 
= 馈 由 无 初速 么 地 释放 ,用 正则 方程 求 杆 不 脱离 墙 时 任 
一 位 置 时 的 角速度 w。 

4 一 23 半径 为 > 的 均 质 圆柱 体 4 , 自 半径 为 民 的 固 
定 圆 柱 体 的 顶端 在 重力 作用 下 无 滑动 地 液 下 ,如 题 图 4 - 
23 所 示 。 设 开始 时 小 圆柱 体 静 止 。 用 正副 方程 求 柱 心 A 
的 加 速度 (表示 成 8 的 函数 )。 

4-24 质量 为 mm ,长 为 2/ 的 均 质 杆 4B 被 限制 在 名 
垂 平面 内 运动 ,其 两 端 A 和 B 只 能 沿 着 两 根 固定 的 互相 
奔 直 的 光滑 细 杆 滑动 ,如 题 图 4 - 24 所 示 。 用 正则 方程 求 题 图 4 -22 
杆 在 平衡 位 置 附近 和 作 微 振动 的 频率 。 

4 -25 质量 均 为 mm 的 两 物 块 4 .下 用 刚性 系数 为 上 的 弹簧 系 住 , 放 在 光滑 的 水 平 管子 
内 ,此 管 以 匀 角 速度 ww 绕 铝 垂 轴 转 动 ,如 题 图 4 -25 所 示 。 设 弹簧 的 自然 长 度 为 山 , 试 建立 系 
统 相 对 运动 哈密 顿 正则 方程 。 
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是 图 4 - 25 题 图 4 - 256 


4 - 26 “一 小 管 栖 成 为 半径 为 的 轩 环 , 它 可 绕 其 人 垂直 径 轴 AB 自由 转动, 它 对 该 四 
的 转动 惯量 为 ]。 另 有 一 质量 为 wm 的 质点 可 在 管内 无 摩擦 滑动 ,如 题 图 4 ~ 26 所 示 。 设 系统 
运动 的 初始 条 件 :9(0) = 至 ,8 (0) = 0, 儿 (0) = 2 , 令 本 = mr?, 试 建立 系统 的 正则 方 
程 ,并 求 加 环 的 最 大 角速度 多 。 
4 -27” 试 判 别人 下 列 变换 : 
I = ln(tl +Vg * oosp) 
P=2vg(l tye. cosp)sinp 


是 次 为 一 正则 变换 ? 
4 -28 试 判别 下 列 变换 : 
Q=VYe +P 
P=-vo +ptan'! 2 


是 否 为 一 正则 变换 ? 
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4-29 试 判别 下 列 变换 : 


g = v2Q 关 ceosP 
_ anp ( 为 常数 ) 
是 否 为 一 正则 变换 ? 
4 一 30 xz 和 y 该当 何 值 ,才能 使 下 列 变换 ， 
Q= zp 
P= yy 
为 -正则 变换 ? 
4 一 31 已 知 一 正则 变换 为 
Q 二 /oi + pp’ 


= 本 (9 + pr)arctan 2 + gp 
试 求 孙 数 Plg,p) 和 CC9 ,已 )。 


管 ;:P=-vg +p arctan 力 


FE 
G = srcsinB + FY Q -a 


4 - 32 ”已 知 一 正则 恋 换 的 母 函 数 为 F，= 3》1 g.Q,。 试 求 其 变换 方程。 
管 : 户 =@,P =-g,H=H, 
4 - 33 已 知 -一 正则 变换 方程 为 Q = sing,P = 之 二 2 , 试 求 出 生成 函数 Fi ,Fa ,PR 


和 F,。 
管 :下 = mvog ,Fi = mvog + Psing,F; = (mv 一 户 )arcsing@Q ， 


P pp +yP-(p— mvo) 


下 《PT — p)arccos 


4 一 34 ”已 知 一 正则 变换 为 Q = geos*2p,K = gp 一 二 sin4p, 试 求 P(g,p) 和 生成 函 
数 F(g,Q),F(p,P), 
-1 -了 a _ /SGc=-9lr - 
管 :P = Ftan2p, Fi = | acon © | 所 LF, = 


4- 35 已 知 体系 新 的 哈密 顿 表 数 为 六 = 二 (2 + cg?)， 经 过 正则 变换 9 = 


\V 各 wspP,p = V2cQsinP 后 , 求 体系 转换 为 新 的 正则 变量 所 表达 的 正则 方程 。 


答 : Q 三 0, P= Co 
4- 3 已 知 一 押 球 质量 为 m , 摆 长 为 | 的 单 摆 , 试 应 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 求 出 单 摆 
运动 方程 的 积分 。 
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程 以 广义 坐标 4 表示 。 试 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 求 出 质点 下 落 运 动 的 规律 。 


管 :g = 2 (t — to0)+ 号 (人 -410) 


4-38 将 一 端 固定 在 天 花 板 的 细 绳 绕 在 一 半径 为 尺 质量 为 m 的 均匀 圆 鼻 的 边 绿 浅 本 
上 ,由 前 止 开始 锅 址 下落。 试 应 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 法 求 出 圆 盘 中 心 的 运动 规律 。 


答 ;y = 寺 gi2 
:YY 三 了 如 

4 一 39 已 知 一 质量 为 mm 半径 为 尺 的 四柱 体 , 党 癸 角 为 的 粗糙 斜面 自由 下 滚 。 试 应 用 
哈密 顿 -~ 雅 可 比方 法 求 出 该 圆柱 体质 心 运动 的 加 速度 。 


管 : 主 = 号 esing 


5 力学 的 变 分 原理 


力学 的 变 分 原理 是 上 古典 力学 发 展 到 成 熟 阶段 的 产物 , 它 对 力学 的 进一步 发 展 起 了 非常 
重要 的 作用 。 为 了 搞 清 原理 一 词 的 含义 ,我 们 有 必要 对 定律 ,定理 及 原理 的 含义 分 别 加 以 谓 
述 。 

定律 一 对 物理 现象 进行 观察 .实验 ,在 积累 了 大 量 事实 和 实验 结果 的 基础 上 径 过 归纳 、 
概括 而 得 到 的 一 门 科学 的 基本 规律 ,如 理论 力学 中 的 牛顿 三 定律 。 

定理 一 从 基本 定律 出 发 ,由 数学 演绎 和 退 辑 推 理 而 得 到 的 进一步 反映 事物 间 的 内 在 联 
系 的 数学 关系 表达 式 。 如 动量 定理 、 动 量 息 定 理 ,动能 定量 等 .其 应 用 范围 是 局 部 的 。 

原理 一 也 是 由 基本 定律 出 发 ,经 过 数学 演绎 和 逻辑 推理 而 得 到 的 命题 。 其 不 同 于 定理 
之 处 在 于 ;原理 具有 高 度 的 概括 性 ,在 这 一 点 上 ,原理 可 以 认为 与 基本 定律 等 价 。 

原理 特别 是 变 分 原理 的 正确 性 往往 不 易 由 实践 直接 检验 ,但 可 由 它 所 得 到 的 方程 及 方 
程 的 解 和 实践 相 比较 来 间接 检验 其 正确 性 。 

力学 的 变 分 原理 是 在 基本 定律 基础 上 用 变 分 法 得 到 的 。 变 分 原理 的 特征 在 于 它 只 是 提 
供 了 一 种 准则 ,根据 这 种 准则 可 以 把 在 相同 条 件 下 系统 的 真实 运动 与 约束 所 允许 的 一 切 可 
能 运动 区 分 出 来 ,从 而 可 以 找到 系统 的 真实 运动 。 

力学 的 变 分 原理 可 分 为 两 大 类 : 

1. 徽 分 形式 的 变 分 原理 。 它 研究 任 一 瞪 时 区 分 真实 运动 与 可 能 运动 的 准则 。 如 前 面 讲 过 
的 动力 学 普遍 方程 。 

2. 积分 形式 的 变 分 原理 。 它 研究 在 任 一 有 限时 间 和 护 程 中 区 分 真实 运动 与 可 能 运动 的 准 
则 。 如 我 们 下 面 就 要 讲 到 的 Hamilton 原理 。 


5.1 变 分 原理 概述 


5.1.1 变 分 的 概念 及 其 计算 准则 


1. 等 时 变更 
设 系 统 只 有 一 个 自由 度 , 它 的 运动 可 用 一 个 广义 坐标 来 表示 。q = 9(1) 称 为 真实 运动 ， 
由 于 : 的 变化 di ,引起 坐标 的 变化 叫做 徽 分 ,如 图 5 一 工 所 示 。 
dg = dt {S ~ 1 
上 述 变 化 dg 是 因 变 数 本 身 的 变化 , 即 :的 变化 而 引起 的 9 的 变化 ,显然 这 种 变化 是 和 真 
实 运 动 相符 合 的 。 现 在 来 考虑 另 一 种 变化 ,如 果 将 变数 时 间 t 固定 ,而 给 了 欧 数 本 身 一 个 微小 
的 变更 ,如 图 5 - 1 所 示 。e 是 任意 小 的 常数 ,?(t) 是 可 微 的 时 间 荐 数 
da(2) = g(1) + en(i) (5 — 2) 
是 利 g 无 限 靠近 的 新 曲线 ,也 是 系统 的 一 个 运动 , 即 可 能 运动 ,通常 也 称 为 可 取 函 数 。 显 然 
有 
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5.1.3 古典 变 分 法 的 简单 问题 
将 捷 线 问题 一 般 化 ,就 可 提出 古典 变 分 法 的 最 简单 的 问题 : 


在 给 定 端点 条 件 
glto) = go g(t1)= 4 (5 — 11) 
下 寻求 使 定义 在 函数 1gt:)| 族 上 的 六 函数 Ji q(t)] 即 
A (5 — 12) 
取得 极 值得 的 解 函 数 gqt)。 
现在 我 们 假设 在 上 述 条 件 下 存在 解 函数 ,并 设 该 解 务 数 为 9 = 5ft)o 另 取 满足 端点 条 
件 : 
y(to)=0 net)y=0 (5 — 13} 
的 函数 mn(1) 与 任意 实数 : ,着 令 
q(t) = H(t) + en(t) (5 ~ 14) 


蝶 然 对 于 所 有 满足 15 - 13) 式 的 尖 4) 都 能 使 g.(:) 满足 (5 - 11) 式 , 我 们 称 g.(1) 为 
“可 取 函 数 ”。 若 将 9g = 9,0) 代入 (5 一 12) 式 , 则 Jig(i) 1 就 成 为 的 西数 , 即 [gq,(z)] 成 
为 一 个 变量 s 的 函数 ,所 以 泛 函 的 驻 值 问题 就 变 成 了 疯 数 的 娃 值 问题 , 故 依 腿 假 设 它 在 e = 
0 应 该 取 驻 值 , 故 必 下 式 成 立 。 


(al) =0 (5 -15) 
将 上 式 展开 ,并 利用 依赖 于 参数 的 定 积分 求 导 法 则 ,可 得 
人 = {| FE + el), dD) te (Dar = 


| [E002) + Fs j(t)]d =0 (5—16) 
对 上 式 中 的 第 二 项 应 用 分 部 积分 法 可 有 
raF daF 
[ Ek 6 de+ Fs (| = (5 -17) 
即 
F 
| 6d (5 - 18) 
由 此 得 出 结论 : 圣 值 曲线 9 = (1) 必须 满足 微分 方程 
芳 - 吉 二 =0 (5 — 19) 


而 此 微分 方程 满足 条 忻 (5 - 11) 的 解 就 是 泛 函 (5 - 12) 的 上 述 驻 值 问题 的 解 ,方程 (5 - 
i9) 称 为 上 述 泛 函 问 题 的 Evler 微分 方程 。 

再 由 (5 - 18) 式 导 出 (5 - 19) 式 时 ,应 用 了 所 谓 变 分 法 的 基本 引 理 : 

设 有 连续 函数 (1) , 它 对 于 满足 边界 条 件 (5 -13) 下 的 任意 具 连 续 导 数 的 函数 ?zz) 
如 果 有 


[GL =0 (5 - 20) 


3 力学 的 变 分 原理 * 135 ， 


则 必 有 f(1) 圭 0。 这 是 因为 如 果 在 基点 i 处 F(t) 关 0 例 如 (4) > 0, 则 由 它 的 连续 
性 在 i 的 茶 邻 域内 应 有 f(:) > 0, 因 此 选取 一 个 在 此 邻 域内 为 正 而 在 其 外 恒 为 零 的 连续 可 
微 函 数 yp(z) 则 必 使 上 式 的 左 端 为 正 而 与 假设 矛盾 。 


5.1.4 求 变 分 法 则 


由 gq.(z) = 5(1) + eq(t) 在 端点 条 件 p(t16) =0 n(1) = 0 时 有 
t=i0 =0 1=1t =0 (5 — 21) 


将 [jj[g]] = [Fy(2) + Fs (dt = 0 两 喘 乘 以 <, 并 记 泛 函 的 一 阶 变 分 为 
3 = e370]) = Eien) + Fee (2)ldt = 


0 [9 dF 、, 4 
| [30% + ed la = | SFdt = 0 (5 - 22) 
0 dg 0 


| Fdt = | Fdt =0 (5 — 23) 


该 式 表 明 , 泛 函 汪 在 端点 条 件 下 存在 驻 值 的 条 件 是 泛 函 的 一 阶 变 分 等 于 零 。 同 时 上 式 即 
为 泛 范 了 求 变 分 的 法 则 , 即 变 分 运算 可 从 积分 号 外 移 至 积分 号 内 ,或 积分 变 分 运算 或 互相 交 


换 。 这 个 原则 的 前 提 条 件 是 等 时 变 分 。 
由 于 泛 闻 数 变 分 法 则 简便 易 行 , 故 在 今后 的 讨论 中 都 采用 泛 函 变 分 法 则 来 处 理 泛 函 的 
驻 值 问题 。 
对 于 依赖 于 争 个 独立 变化 阔 数 的 泛 瑞 
J {qi ,2 ) 三 | 下 《di 3 :1 1 tdt (5 一 24) 
在 固定 端点 条 件 
qi(to) = qi.g(to) = ,sg (to) = go 
gt = 9 = gl ,sg (tt) = 9! (5 — 25) 
下 的 驻 值 问题 可 仿照 上 述 方法 求 y 的 一 阶 变 分 ,并 今 一 阶 变 分 为 零 , 即 
五 i | 站 
= | 2 bz + p00, |at = (5 — 26) 
上 述 端 点 条 件 的 变 分 可 表示 为 
t= 10,6g = 9; = … = Hg, 
t = 11,6g: = fy; = -… = 6g, (5 - 27) 
对 上 式 进 行 分 部 积分 ,并 利用 g,(1:) 的 d -8 各位 
aF 
中 = |p 下- 人 36 Jone =0 (5 - 28) 
由 于 6g; 是 相互 独立 的 , 当 上 式 成 立时 必 有 
dF d dF . 
dg 二 (二 2 7) 《5 - 29) 


这 就 是 依 吾 于 多 个 函数 的 泛 函 在 固定 端点 条 件 下 存在 驻 值 的 条 件 , 它们 构成 了 一 组 
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Euler 微分 方程 组 。 
5.2 Hamilton 原理 


一 个 具有 S 个 自由 度 的 质点 系 ,在 1 = to 时 , 系 
统 的 位 形 可 以 多 维 空间 中 的 点 A 来 表示 。 而 在 1 = 4 
时 ,系统 的 位 形 由 B 点 表示 。 由 时 刻 to 到 : ,也 就 是 一 一 一 
ti ~ 所 这 一 段 时 间 间 隔 内 ,质点 系 可 以 通过 约 东 所 允 “ 


洗 的 轨迹 (或 路 径 ) 由 A 运动 到 B。 这 些 轨道 不 仅仅 是 。 “~-~ 一 -5 


一 条 而 可 以 是 多 条 ,但 其 中 只 有 一 条 是 系统 运动 的 真 


还 的 轨迹 ,如 图 5 - 3 所 示 的 ACB ,我 们 将 其 称 为 正 图 5-Y 


路 ,而 其 余 的 只 是 可 能 的 轨迹 ,我 们 将 其 称 之 为 旁 路 ， 


如 ADB ,AEB 等 ,不 论 正路 或 旁 路 都 必须 通过 两 固定 点 A 和 8B。 那么 真正 的 运动 (正路 ) 和 
可 能 的 运动 ( 旁 路 ) 到 底 有 什么 区 别 , 用 什么 准则 来 判别 ,哈密 顿 原理 给 出 了 关于 这 一 问题 


的 准则 。 
5.2.1 完整 有 势 系统 的 Hamilton 原理 


哈密 顿 原理 :由 和 到 B 的 真正 路 径 是 使 S = | ”Ldi 为 驻 值 , 即 S 的 一 阶 变 分 等 于 零 。35 
= 0, 上 式 中 S 称 为 哈密 顿 作用 其 ,上 述 原理 表明 ,真正 运动 和 可 能 运动 的 区 别 是 真实 运动 


是 哈密 顿 作 用 重 的 斑 值 。 
现 证 明 如 下 : 
由 Lagrange 方程 


dt 36 99, 一 
将 上 式 每 一 方程 荫 上 对 应 的 广义 坐标 的 变 分 各; 并 相 加 后 得 到 


[| 
全 [ls 


9 


9L 
4 


在 上 式 中 


将 其 代 人 (2 - 24) 式 有 


dL 
Sm |- 2 -a ,1-0 
dg) a, 


上 式 可 写 为 


(2 ~ 24) 


(5 ~ 30) 


(5 — 31) 


(5 ~ 32) 


(5 - 33) 
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将 上 式 进行 积分 ,积分 从 za 到 

aL 
因为 A、B 两 点 固定 ,所 有 正路 和 旁 路 都 交 于 A 、B 两 点 , 故 4 .了 两 点 的 变 分 均 为 零 。 有 上 式 
左边 为 零 , 因 此 有 


< 
= 


= | 人 中 (5 — 34) 


:=1 si 


| BLdt = | Ldt =0 (5 ~ 35) 
证 毕 。 
5.2,2 完整 非 有 势 系统 的 Hamiiton 原理 


实际 上 保守 系统 的 Hamilton 原理 也 可 由 动力 学 的 普遍 方程 推 得 ,下 面 我 们 应 用 动力 学 
的 普遍 方程 来 推导 非 保 守 系 统 的 Hamilton 原理 ,同时 也 可 得 到 保守 系统 的 Hamilton 原理 。 
动力 学 的 普遍 方 程 为 


SR mw) =0 (2 -4) 
起 中 ng) 
式 (2 - 4} 中 
SR = Ho .og = du (5 - 36) 
为 主动 力 的 庶 功 。 加 
， 


Pum 产 ;'， 全 ,= (mr 人) Dm, fr,*OF,= 


1=1 i= :=|1 


d 1 < 
mr 7; )- 3 (3 Dm : j= 


N 


(Dm dr)- eT (5 - 37) 
将 式 (5 - 36).(5 - 37) 代入 式 (2 - 4) 并 在 时 段 i。 :, 上 对 时 间 积 分 可 得 
| Traw (Dm ro)]d =0 (5 - 38) 
式 (5 -~ 绚 ) 中 的 第 三 项 积分 为 
| (Dm )d = Dm ,| (5 - 39) 
贝 于 系统 在 始末 位 置 的 变 分 为 零 , 即 
Sr (ro0)} = 0,8r(1) 0 {5 — 40) 
故土 式 的 积分 应 为 零 。 所 以 式 (5 - 38) 成 为 
| GT + Bw)dt =0 (5 - 41) 
北 式 即 为 非 保 守 系 统 的 险 密 顿 原理 。 


式 (5 - 41) 也 可 写成 
| (5T + aa )dr =0 (5 - 42) 
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ee 


与 mgigo em- >0 


所 以 SS>58 

例 5-~2 平面 探 , 控 狂 质量 为 x, , 扣 杆 杆 长 
为 1. 视 为 均 质 直 杆 , 挂 于 支点 C 处 ,可 在 错 垂 平面 
内 摆动 , 另 一 质量 为 xm, 的 小 球 , 光 滑 地 套 在 欣 杆 
上 , 它 既 可 以 沿 扰 杆 自由 滑动 ,又 可 以 沿 半径 为 展 
的 固定 略 柱 形 楼 内 滑动 ,如 图 5 -5 所 示 。 摩 擦 不 
计 。 试 用 哈密 顿 原 理 写 出 系统 的 运动 徽 分 方程 。 

解 系统 具有 一 个 自由 度 , 选 抬 yp 为 广义 坐 
标 。 系 统 的 动能 为 


图 5-5 
T= mi + ma + 天 他) 六 - ol 
r = 2Reosg 
*=—2Rsing . 虽 
所 以 = mR 
取 O 〇 点 处 为 重力 的 零 势能 位 ,系统 的 势能 为 


V=— (2 m8ico0sp 一 mgicosp + m2g2Reoe 9 | 
近 格 朗 日 函数 为 


上 = 工 -Y= mf + 2m2 Rp + Em + 
(Sm giconp + sgtoosgp + 2m2gReoep 
由 哈密 顿 原理 ,有 | ard =0 
| 


| 【 2m Rz + Em) 265% - 


四 


(二 wasetsing + pglsing + 2 gRsin2 9 op |dt =0 


So 2 。 | 2 ,, 12 
[i06ar Pd = dop|, ~ [7 $ 3pdr 全 8pd 
则 有 
| 一 {Ome + 4naR: + Ft + 


(FSiglsing + migiaing + 2mgRsin2y |Bpdt 三 站 
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由 于 569 为 独立 变 分 , 故 得 
(me + 4m:R: + mt) + SL gtsing + 2xm2zgRsn2eg = 0 


这 就 是 所 求 的 系统 的 运动 铂 分 方程 。 

例 5-3 设 一 图 轮 在 水 平面 内 挠 固定 中 心 轴 OQ 
转动 ,一 质量 为 mr 的 请 块 套 在 轮 的 轮 幅 上 ,用 弹 息 与 
轴 心 相连 。 如 图 5 - 6 所 未 , 若 轮 对 O 的 转动 惯量 为 
JJ , 弹 息 的 刚度 系数 为 c ,其 自然 长 度 为 上 ,各 处 摩 氛 不 
计 。 试 用 险 密 帧 原理 求 系 统 的 运动 微分 方程 。 

解 ”系统 有 两 个 自由 度 , 选 圆 轮转 角 p 和 滑 块 坐 
标 工 为 广义 坐标 。 
系统 动能 “个 = 池 J 六 + 吉 m[ 宪 + (+z 产 ] = 


到 加 :+ [J + m(i+ rp: 


系统 势能 V = Sx 


拉 格 亲 目 函数 L = 本- V= 六 m++ 当 [J + m(L+ xz] 多 一 入 
由 哈密 顿 原理 ,对 于 系统 的 真实 运动 ,应 有 
a Ldr = 0, 即 [ara =0 


故 得 

| lm i 人 i+ [+m(t+ rr) op + mt 十 TI) Bx -~ crdridt = 0 {a) 
因 3z= ddr 故 

旭 

maszd = mid = miar| -rm £ dt 

考虑 到 3z| = ar| =0 
上 式 得 [mz Xd =- {drm dt {b) 
同样 


上 [Jo + mll + x) Hpdt = | [Jo+ m(l +digpdip = 
2 3 。 "3 2 d 站 了 。 
Uotm(t+ az]58g| - [op EU + ml + rpld = 
-上 $F [Jog + m(l+ rx) 9] - Ce) 
将 (b) .Ce) 代 人 (a) 后 得 
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连 , 滑 块 互 受 到 粘性 阻尼 为 P = 5 的 作用 。 小 车 平 动 ,其 运动 方程 为 * = vot + 于 at?, 如 图 


5 一 8 所 示 。 试 应 用 哈密 顿 原理 与 出 浴 块 3 的 运动 微分 方程 。 
解 ”由 于 阻尼 力 的 存在 ,该 系统 为 非 保守 系统 . 且 由 于 * 已 知 , 故 系统 仅 有 一 个 自由 
度 , 设 广义 坐标 为 =。 


系统 的 动能 为 
= 让 m+ 了 入 = 广 m(vo 十 et 十 证 ) 
对 应 于 广义 坐标 的 广义 力 为 
Q, = kr- br 
代 人 非 保守 系统 的 哈密 他 原理 (5T + > Qi )dt = 0 有 
| mCvo tart i)di+(- hr -bi)8r]d = 0 (1) 


对 上 式 中 的 第 一 项 进行 分 部 积分 有 


| ,Ew + at + 2)6E] = 


m(vo 十 二 本 z)az| -| "mta + EBrdr =-| ma + Brdr (2) 
'n 上 机 


将 式 (2) 代 人 式 (1) 得 
f fmt 4 +hkrtbpildd=0 


由 于 gz 闫 0 可 得 运动 微分 方程 为 
和 下 二 在 节 十 天 十 7 三 站 
例 5-6 一 弹性 粱 上 作用 有 分 布 载荷 = p(x,!), 在 x = 0 处 作用 有 剪 力 Q。 及 弯 
矩 Mo ,在 zx = ! 处 作用 有 前 力 入 及 弯 算 M 如 图 5- 9 所 示 , 试 用 哈密 顿 变 分 原理 建立 梁 的 
运动 微分 方程 及 其 相应 的 边界 条 件 。 
解 “该 问题 属 连续 体系 问题 , Qu ,Mo ,Q ,AM , p(x ,i) 均 为 非 有 势力 。 设 粱 的 掩 度 曲 
线 为 w(x it 时 刻 各 点 的 无 限 小 位 移 设 为 oo(z, 纪 ,另外 两 端的 无 限 小 位 移 及 无 限 小 转 
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角 设 为 Swo,8w,8[ 疆 ) .3( 澡 ) 
染 的 动能 为 


由 简单 梁 理 论 可 知 粱 的 势能 为 


,让 (js 
由 完整 非 有 势 系 统 的 拉 烙 朗 日 方程 有 
| [~- Qodwe + QBw ri 器 ) -Mi 下) ]d = 


| 下 ae: Deadzdt+ 引 ， 上 Jo( 怠 ] dz- | 二 本 人 jszju = 0 (1) 
对 上 式 进 行 变 分 运算 有 
及 (jard - 


so() au = fh 
亲人 (Bw)didz = 


上 
,0 Rew) -| jo 可 Baodtdr = 


( 委 
史 


-Je 这 Fdwdedz (2) 
上 式 中 利用 了 1 = 如 时 Be = .1+=t 时 w=0 
ef) 
je 
bs 


尝 ) - EGE 3 对] 她 (aw)dzdt = 


人 
Pu 


本 
Wd MEAG ES 


站 六 (全 脱 jadrd (3) 


将 式 (2)(3) 代入 式 (1) 有 

[六 三 造句 :ohare -交加 ao 
+) po + [M+ (2(), + 
| 
上 式 中 谋 位 移 3w, Bw ,Su 和 看 转角 8( 52 ] ,3[ 3 ] 都 是 互 不 相关 的 变 分 , 故 各 自前 面 
的 系数 必须 分 别 为 零 ,这 样 得 运动 方程 为 


边界 条 件 为 
-@ -天 (已 咎 儿 ,=0 
Q+ 关 (到 +5 于) ,=0 
Ms + {EJ 5 时 ) .a 


由 上 例 可 见 , 哈 密 顿 原理 是 一 普遍 河 理 ,运用 该 原理 可 建立 动力 学 方程 及 其 相应 的 边界 
条 件 。 应 该 指出 对 于 较为 复杂 的 边界 条 件 , 应 用 该 原理 可 完整 无 误 地 给 出 ,而且 不 会 弄 错 符 
号 和 应 包含 的 项 ,这 正 是 分 析 力 学 的 优点 ,因此 在 变形 体 动 力学 中 也 经 常用 到 哈密 顿 原理 。 


5.3 微分 变 分 原理 


$5.3.1 非 完 整 约束 条 忻 下 虚 位 移 的 定义 


在 第 一 章 中 ,我 们 介绍 了 完整 约束 及 一 阶 线性 非 完 整 约束 条 件 下 的 虚 位 移 ,完整 约束 及 

一 阶 线性 非 完整 约 束 方程 为 
ftxst) =0 {a=1,2,.,)) (1—1) 
DA + hs =0 (8 = 1,2,.%,g) (1 ~ 5) 


对 于 非 完整 约束 式 (1 - 5) 也 可 写 为- - 般 形式 
Je =0 (B= i,2,.,g) ‘1 ~ 2) 
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我 们 曾 定 义 虚 位 移 为 在 时 刻 系统 自 同一 位 形 出 发 所 发 生 的 任何 两 个 可 能 位 移 之 差 , 并 
记 作 az, ,对 式 (1 - 2) 如 果 我 们 求 对 位 移 的 一 阶 变 分 , 则 有 


23M of 
2 Fer =0 (B= 1,2,.%,g) (5 — 46) 


这 是 纳 东 对 位 移 变 分 的 限制 ,也 就 是 型 位 移 az 所 应 满足 的 方程 ,同样 我 们 可 考虑 约束 对 速 
将 变 分 的 限制 有 


3 af. 
2 (有 = 1,2,.,8) (5- 47) 
Ts 


前 面 我 们 讲 过 在 给 定时 刻 , 给 定位 称 情况 下 , 任 一 组 满足 约束 方程 的 速度 Z| , 荆 , sw 称 
为 系统 的 可 能 速度 , 式 (5 - 47) 中 速度 变 分 8, 实际 上 是 任 两 组 无 限 接近 的 可 能 速度 之 差 ， 
或 是 可 能 速 次 的 微 变 更。 由 于 &x, 可 称 为 位 移 空 间 的 虚 位 移 , 这 样 $z, 也 可 被 称 为 速度 空间 
的 虚 位 移 或 一 阶 导数 空间 的 虞 位 移 , 实 际 上 这 是 完全 可 以 的 ;车 将 式 (5 - 47) 乘 以 无 限 小 时 
闻 dz, 有 


EE 


Dy dt (8 = 1,2,7,8) (5 ~ 48) 
:= dd 2 


上 式 中 考 虐 ,di 应 为 族 ,, 故 有 
2 Tas =0 (F 兰 1 2 (5 一 49) 


比较 式 (5 - 47) 和 式 (5- 49) 可 以 看 出 除 记号 Bx, 和 8 不同 外 ,其 它 都 相同 ; 换 句 话 培 , 即 
6z, 和 6 ,都 应 满足 同样 的 约束 条 件 , 所 以 我 们 可 以 将 人 =, 称 为 速度 空间 的 虚 位 移 或 一 阶 
导数 空间 的 虚 位 移 。 

同样 如 果 将 式 (1 - 2) 对 时 间 ! 求 导 , 可 得 


3N 可 ED 及 | 
于 兰 下 dr, 


这 是 一 组 含有 zx, ,之 , 立 ,,t 变量 的 约 东 方程 ,我 们 定义 凡 在 给 定时 刻 ,给 定位 形 , 给 定 速度 
情况 下 , 任 一 组 满足 式 (5 - 50) 的 加 速度 芋 ，, 于， ,…, 3w 称 为 系统 的 可 能 加 速度 。 同 样 记 3 
主 , 为 可 能 加 速度 的 变更 , 则 由 式 (5 - 50) 有 


> 2 $=0 (p=1,2,.,8) (5 - 51) 
间 样 我 们 可 以 将 8 证， 称 为 加 速度 空间 的 庶 位 移 或 二 阶 导 数 空间 的 虚 位 移 。 
5.3.2 高 阶 约束 
当 系 统 受 以 下 形式 的 任意 mm 阶 非 完 整 约束 
fx ER) =0 (p=1,2,.,g) (5 — 52) 


时 ,是 指 约 东 仅 是 对 坐标 的 最 高 阶 导数 ze" 的 限制 ,因此 ,在 给 定 x , 芋 , 立 ,… ,zx 的 前 
提 下 ,的 东 对 rt” 变型 襄 '”! 的 限制 应 为 


EE af 
2) Ir = 0 (p= 1,2,,8) (5 - 53) 
| r 
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和 辣 样 我 们 将 bz” 称 为 pz 阶 导 数 空间 的 女 位 移 。 
为 了 说 明 mz 踢 导数 空间 虞 位 移 的 实质 ,我 们 将 可 能 位 称 记 作 dz 及 dx ,并 按 无 限 小 时 
间 dt 展开 ,只 保留 到 (di)" 项 ,有 
(di)™ fm 


1 .. ... 2 de)™ om) 
dz = 主 di+ 历 衬 (di) + ttm Tz 1 十 zz (5 — 54) 


nr | 


dz = dt Ed tt + (5 ~55) 
考虑 到 在 得 定 工 之 ,于 zz 及 dt, 但 x'" 可 变 的 前 提 于 展开 ， 由 启 位 移 等 于 无 限 小 可 
能 位 移 之 差 ,有 
和 = (5 - 56) 
上 式 表 上 明 六 崔 导 数 空 ; 间 规 定 的 不 位 移 概 念 确 是 我 们 熟知 的 吕 位 移 的 概念 。 
5.3.,3 ” 返 暂 隆 {Mangeron) 原理 
在 第 一 章 中 ,我 们 介绍 过 动力 学 的 普遍 方程 (又 称 d'Alembert - Lagrange 原理 ) 
Dp mF) or, = 0 (2 ~ 4) 


原理 除 理 想 约束 外 不 需 任何 其 它 假设， 至 于 卉 位 移 5r; 则 要 求 是 符合 约束 条 件 的 无 限 小 位 
移 。 上 一 节 中 我 们 给 出 了 任意 za 阶 约束 条 件 干 庶 位 移 的 定义 ,这 样 就 可 以 给 出 和 各 阶 约束 
相 适 应 的 更 具体 化 的 微分 原理 , 即 Mangeron 原理 : 

如 果 系 统 受 有 不 高 于 mw 阶 的 非 完整 约束 ,可 以 取 虚 位 移 入,” 为 m 阶 导数 空间 的 虞 位 
移 , 即 有 以 下 限制 条 件 


B=0,6r = r= = 人 "=0 {5 - 57) 
而 何 '” 不 全 为 零 , 因 之 ,在 不 考虑 无 关 紧 要 的 常数 的 情况 下 ,可 用 5r'" 代替 式 (2 - 4) 中 的 
全 有 
DU Fi) Bri" =0 (5 - 58) 
这 使 是 Mangeron 原理 ， 也 称 为 万 有 dhAlember 原理 ， “万 有 " 是 指 它 包括 了 约束 的 各 种 情况 ， 
从 贡 = 以 完整 约束 ) 直到 任 mx 阶 约束 都 普 认 有 效 。 


5.3.4 ” 若 丹 (Jourdain) 原理 


如 果 系 统 受 有 不 高 于 一 阶 的 约束 (完整 约束 ,一 阶 线性 或 非 线性 非 完整 约束 ), 则 可 取 一 
阶 导数 空间 所 规定 的 虚 位 移 
=0,6r=0 (5 — 59) 


但 67, 不 全 为 零 的 限制 条 件 下 的 违 位 移 ,因此 ,在 Mangeron 原 理 中 令 ww = 1 便 得 到 Jourdain 
原理 : 

DE mF) $F,=0 (5- 60) 

已 经 发 现 的 非 完整 约束 大 多 数 是 一 阶 的 ， 因此 Jourdain 原理 在 非 完整 系统 动力 学 中 有 


分 
c =m (7 -EE) (5 一 71) 


式 中 关 ， 表示 在 约束 条 件 下 的 可 能 加 速度 ,而 二 表示 在 不 受 约束 条 件 下 ,作为 自由 质点 系 的 


加 速度 ,二 者 之 差 则 表示 在 约 东 条件 下 可 能 运动 对 自由 运动 的 加 速度 偏离 , 函数 G 则 表明 
加 权 ;后 的 各 速度 总 平方 偏离 .Gauss 原理 的 实质 就 是 这 个 堵 权 总 平方 差 对 真实 运动 应 取 
极 小 值 。 

式 (5 - 71) 可 表达 成 投影 形式 


6G= Dm (&, -my + (a ) | (5 — 72) 
这 样 Gauss 原理 可 写成 


N 
Di[(F。 一 ,6 补 ， 十 (F。 mh ye 了 十 (Fe 2, ,8 之 ,| 一 0 


(5 ~ 73) 
或 


Sr -m4,)* Ba, = 0 (5 - 74) 


式 (5 一 73) 及 式 (5 一 74) 与 动力 学 普遍 方程 在 公式 上 有 相似 之 处 ， 只 是 以 2, 代替 了 动力 学 
普遍 方程 中 的 8r, , 故 有 人 称 为 动力 学 普遍 方程 第 三 种 基本 开 式 。 
对 于 自由 质点 系 , 则 所 有 8 六, ,5 ,6 之， 都 是 独立 的 ,从 式 (5 - 73) 可 得 
m, ,= FF. t= 1 ,2 ,7 
mi =F, i=1,2,,n 
mE =F i=1,2,.,n (5 ~ 75) 
这 是 从 高 斯 最 小 拘束 原理 导出 的 自由 质点 系 运动 微分 方程 。 
以 上 的 公式 推导 中 用 到 的 是 直角 坐标 , 同样 通过 直角 坐标 和 广义 坐标 变换 式 
ri = rg nt) (1 — 15) 
可 以 得 到 以 广义 坐标 表示 的 Gauss 原理 。 对 计 完 整 系统 而 言 ,不 但 569g, 之 间 是 相互 独立 的 ,而 
且 586, 之 间 及 8 之 间 也 是 相互 独立 的 ,所 以 如 果 Gauss 拘束 函数 通过 变换 表示 为 广义 坐 
标的 形式 
G= G{(gq,6,7,1) (5 - 76) 
则 由 于 对 约束 Gauss 拘束 函数 G 的 变 分 ,只 是 对 加 速度 取 变 分 , 且 对 于 完整 系统 广义 坐标 空 
间 内 5 译 , 之 间 是 相互 独立 的 , 则 广义 坐标 空间 内 的 Gauss 最 小 拘束 坷 理 可 写 为 
2 -0 (=1,2,,n) (5 - 77) 
9 b 
例 5-7 如 图 5-- 10 所 示 系 统 ,质量 分 市 为 加 ; 和 m2( 设 WD > 功臣 两 物 块 用 一 不 可 
伸 长 的 洒 绳 连结 , 杀 绳 跨 在 不 计 质 量 的 光滑 的 定 滑轮 上 。 求 两 物 块 的 加 速度 。 
解 “加 速度 取 锅 垂 向 下 为 正 , 则 系统 的 拘束 量 为 
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2 2 
0= me DE) + ml- oe) |- 


Th ] mis 
Vim(a-gY +m(-a-g)] 
由 Gauss 拘 速 最 小 原理 ,有 
6G = 3cse =0 
a 
即 
aG _ 
Ep = 个 
站 1 器 
灾 = pla g})-m(-a—-e)}=0 加 | 
所 以 世 
RT M2 
mt ma 图 $- 10 


例 $-8 如 图 5 一 11 所 示 用 无 重 直 杆 连结 两 个 质点 ,其 质量 分 别 是 着 和 zm, ,村 长 为 
! ,安放 在 怖 角 为 a 的 光滑 斜面 上 ,试用 高 斯 最 小 拘束 原理 建立 系统 的 运动 微分 方程 。 

解 ” 取 质心 坐标 x 和 和 y, 杆 与 x 轴 
之 夹 角 g 作为 广义 坐标 , 则 两 点 的 坐标 
应 是 


1 十 十 AGOS 多 

31 = 3 一 Ai1Sin 锡 

Ki = TOS 

3a = y+ M2sing (1) 
式 中 系数 
4 一 本 一 2) 


设想 解除 全 部 约束 ,两 质点 自由 运 
动 的 加 速度 就 是 各 自 的 重力 加 速度 , 因 


此 ,有 图 5- 1 
TI 二 站 Snay yl 一 0, 工 | = 一 上 cosa 
T= gsina, Ys = 0, 2 = goosa (3) 
两 质点 被 约束 在 斜面 上 运动 时 的 可 能 加 速度 的 投影 值 , 应 由 方程 (1) 两 边 对 时 间 求 导 ， 
得 
Xi = Elsing® + cospg’) 
Y= T+A{sing® + cosge:) 
$1 = + A cop + singg’) 
Y= Yh op + singe’) (4) 
还 有 条 忻 
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5.4 基于 变 分 原理 的 直接 解法 


各 种 变 分 原理 之 所 以 能 成 为 力学 的 基本 原理 ,就 在 于 由 它们 都 能 导出 系统 运动 方程 ,这 
就 是 它们 的 重要 应 用 之 一 , 除 此 之 外 ,这 些 原 理 还 能 提供 动力 学 问题 的 直接 解法 。 所 谓 直 接 
解法 就 是 不 依赖 于 运动 微分 方程 的 积分 而 直接 利用 变 分 原理 本 身 以 求 得 近似 解 ,这 种 直接 
解法 有 十 分 重要 的 意义 ,因为 运动 微分 方程 (如 Lagrange 方程 ) 常常 是 非 线性 的 方程 组 ,要 
找 出 它 的 有 上限 形式 的 准确 解 是 十 分 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 。 我 们 以 前 讨论 过 科 用 首次 积分 
(如 广义 能 量 积分 及 循环 积分 ) 求解 ,以 及 其 他 积分 方法 (如 Hamilton-Jacobi 方法 ) 也 只 在 一 
定 条 件 下 适用 , 面 且 只 有 少数 情况 可 以 求 出 具体 解 ,因而 者 有 一 定 程度 的 户 限 性 。 因 之 需要 
另 辟 跟 径 ,寻求 不 依赖 于 积分 运动 微分 方程 的 直接 解法 。 首 次 利用 变 分 原理 提出 直接 解法 的 
是 Ritzg1908 年 ) , 称 后 Galerkin(1915 年 ) 提出 了 更 为 一 般 性 的 变 分 解法 ,这 些 方 法 最 初 只 在 
弹性 静 力 学 中 得 到 应 用 ,随后 被 推广 到 弹性 体 的 自由 振动 问题 中 。 至 于 针对 离散 系统 并 给 对 
动力 学 变 分 原理 的 直接 解法 ,只 是 最 近 二 十 年 来 才 受 到 重视 ,并 得 到 一 些 有 意义 的 结果 。 下 
面 分 别 介绍 一 些 有 代表 性 的 直接 解法 。 


5,4.1 基于 Hamilton 原理 的 直接 解法 
由 Hamiton 原理 可 知 ,在 完整 保守 系统 中 对 于 所 有 满足 端点 条 件 


se 
的 可 能 运动 而 言 ,真实 运动 应 使 入 函 
S = Ldt (5 ~ 79) 
取 驻 值 ,或 真实 运动 应 满足 
8S = 和 BLdt =0 (5 - 80) 


现在 我 们 取 以 下 形式 的 近似 解 作为 可 能 运动 
页 一 2 pl!) + 2 Pt) "+ aimPpm CE) 一 六 ww) (j = 1,.",n) 


(5 — B81) 

其 中 pu (i) 称 为 试探 函数 或 可 取 旺 数 , 它 们 可 事先 选 定 ,但 蒂 古 端点 条 件 {5 - 78) 能 自动 请 

足 , 参 数 as 为 可 变 的 待定 参数 ,给 ai 以 不 同 值 ,就 得 到 不 同 的 可 能 运动 , 当 作为 可 能 运动 的 

近似 解 代 人 泛 孜 S 的 表达 式 (5 - 加 ) 中 时 ,S 就 成 为 含有 zw x xn 个 变量 as 的 函数 ,S 的 驻 
值 条 件 就 归结 为 

六 =0 (5-82) 

这 是 含有 mx x 个 末 若 量 的 代数 方程 组 ,一 般 说 来 ,这 是 非 线 性 代数 方程 组 ,在 特殊 情况 下 

是 线性 方程 组 ,将 这 个 方程 组 的 解 os 代 人 (5 - 8]) 式 中 ,就 得 到 满足 端点 条 什 (5 - 78) 的 近 

朴 解 .以 上 所 说 的 不 过 是 变 分 法 中 的 Ritz 法 在 动力 学 系统 中 的 具体 应 用 ,实质 上 是 将 泛 函 了 驻 
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8¢= (1-362)6a + (32: - 50) 部 (m) 
分 别 求 # 586 及 428 如 下 
$69= [(1 -3 )a+(l -3)(3 — 52)P+ (1 -31)]6 + 
[1 37)(3 ~ Sr )a + (31 — S51: PB+ (3 51)]68 (n) 
goo = Fel — ret+1(l -P+ (le)]é+ 
[el ea til — p+ (1 — £68 (0) 
将 以 上 两 表达 式 代 人 5S 的 表达 式 


5S = fG 89 - oa)d 


时 , 需 进 行 以 下 积分 


] 
| (1 — 35)2d5 = 4 
0 和] 


i 
ha _ 37d = 10 


fa 312)(30 - 51)d = 卫 
0 35 


[ {1 一 大 大 df = 8 
和 105 
\ 2 2 _ 2 

| (1— #1°)dr = 15 


' 2 8 
| ra -ear = 3s 
1 
or a2, BB 
ha (dt = 93 

1 4 2 之 
faa 1 )di = 苇 


1 
2_ cd, 只 
| 4 St 六 di = 315 


1 
| Ge -5t4dt = 0 


于 是 ,由 于 如 与 是 慷 互相 独立 移 ,5S = 0 给 出 以 十 耳 个 方程 

684a + 3008 = 126 

1100a + 9728 = 198 
解 这 个 方程 组 ,得 到 

«= 0.188360 8B =-9.4610i x 103 
就 得 到 二 阶 近 似 解 如 下 
ga = t+ 0.18836t(] -25) — 9.46101 x 10 323(] - 全) (p) 

为 了 考 氛 近 仆 解 的 可 靠 程度 ,我 们 将 精确 解 {c) 一 和 阶 近 似 解 (i) 及 二 阶 近似 解 (p) .对 于 1 = 
0.2,0.4,0.6,0.8 的 值 列表 比较 如 下 


一 阶 近 似 如 
0 


0.2 0.235368 0.230092 
0.4 0.461895 0.462780 
0.6 0.670737 0.671022 
0.8 0.853053 0.852504 


1 1 
由 以 上 所 列 数字 结果 可 知 , 精 确 解 和 近似 解 在 端点 : = 0 及 : = 1 处 都 是 准确 满足 的 
(这 是 作 近 似 计算 的 基本 前 提 ) ,误差 则 是 发 生 在 区 间 0 < 上 < 1 内 ,一 解 近似 已 经 给 出 很 满 
意 的 结果 (相对 误差 。 < 1% )。 至 于 二 阶 近似 则 准确 到 五 位 有 效 数字 。 
对 于 非 保 守 系 统 , 可 从 Hamilton 原理 的 一 般 形式 出 发 


| (8T + SW)di: =0 (5 — 83) 
取 满 足 端 点 条 件 (5 -- 78) 的 近似 解 
9 = Dongs lh) ( = 412 1) (5 ~ 84) 


由 于 这 个 曲线 族 满足 端点 条 件 , 利 用 完整 约束 条 件 下 a -6 的 交换 关系 可 将 (5 - 83) 式 化 为 
以 下 形式 


nulid aT DT 
3 入 簿 - 咎 -9 ,dt = (5 - 85) 
其 中 工 为 系统 的 动能 , Q, 为 第 j 个 广义 力 。 由 于 
Sq; = Doanpa (1) (5 ~ 86) 
所 以 (5 ~ 85) 又 可 表示 为 
"fijid TT aT 
六 汪 - 攻 -Q jdt =0 (5 - 87) 
由 于 5a 的 独立 性 ,上 式 可 分 解 为 以 下 方程 组 
i d aT aT 此 一 上 上 ,了 
, | 他 56, -3 ET =0 (， 1 】 (5 ~ 88) 


和 Ritz 法 类 似 , 我 们 仍然 可 得 到 mm x za 个 方程 ,可 解 pn x 个 未 知 量 a。 ,这 种 变 分 法 称 为 
Galerkin 法 , 它 是 属于 更 一 般 的 加 权 余 量 法 中 的 一 种 基本 方法 ,可 以 给 Galerkin 法 一 个 简单 
的 力学 解 帮 ; 对 于 精确 解 ,以 下 表达 式 


d aT 9 了 . 
(9) ga {j= 11, (5 — 897 


应 恒 等 于 零 。 但 对 于 近似 解 ,表达 式 e( gq,) 一 般 不 等 于 零 , 它 的 值 可 以 看 成 近似 解 带 来 的 误 
差 或 余 晤 (有 人 称 为 残 值 ) ,Galerkin 法 的 实质 就 是 这 个 余 量 以 e{g,) 为 权 函 数 条 件 下 在 时 段 
ti 一 to 中 的 加 权 总 余 景 为 零 。 如 果 将 e(g;) 看 作 近 似 解 引 起 的 不 平衡 广义 力 , 则 Galerkin 法 
又 可 看 作 近似 解 引起 的 不 平衡 广义 力 在 mm x 组 独立 虚 位 移 上 且 在 时 段 :, - 与 内 的 平均 虚 
功 为 零 。 
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假设 近似 解 中 的 函数 (gq ) 称 为 试探 函数 ,它们 一 般 应 满足 时 端 条 件 (5 一 78) ,但 对 于 
周期 性 运动 的 问题 不 必 满 足 (5 - 78) ,只 需 满 足以 下 条 件 就 行 了 。 
Sq (10) = gq; (21) (Fj = 1,…,n) (5 — 90) 
这 是 因为 ,如 果 6q,(40) 关 0,6g (#1) 关 0,, 则 有 以 下 关系 式 


5 > d 3T 2 ) 
二 二 i 
je 3w)d | > Cr 3g; dg, pad + 


= {aT aT 
pz Zi (5 ~ 91) 
如 取 试 函数 px 为 周期 函数 且 : - 46 为 运动 的 一 个 周期 ,显然 局 期 函数 5 在 ti 及 ， 之 值 应 


相等 ,此 时 即使 89| ”天 0 及 59 | 。 天 0, 但 只 要 满足 (5 - 90) ,显然 (5 ~ 91) 式 最 后 一 个 
隅 括 弧 项 必 为 等。 因 之 仍 得 到 变 分 式 


“fd aT 3T 
人生 - 知 -Qj =0 (5 - 92) 
及 变 分 式 
"fd oT 93T_ = k= ln _ 
二 于 ag, Qijmtod = 0 (人 5- %) 


例 5 - 10 由 Hamilton 原理 建立 单 自 由 度 非 线性 自治 系统 的 平均 法 。 
解 考察 以 下 带 有 小 参数 s 的 上 自治 系统 运动 方程 
FPF+ wir 一 ef {zx,t) (a) 
当 s =0 时 ,以 上 方程 有 周期 解 
T= acop,s = wt+e (b) 
其 中 a 与 9 都 是 常数 。 当 关 0 时 ,方程 (a) 的 解 仍 可 以 保留 (b) 的 形式 ,只 是 a 与 9 都 不 再 
是 常数 ,而 是 时 间 1 的 函数 ,由 于 两 个 方程 包含 三 个 变量 z .a 与 6, 就 可 以 自由 的 附加 一 个 补 
充 条 件 。 比 较 方便 的 微 法 是 使 速度 仍 有 e = 0 的 形式 , 即 


= 一 woasiny (ec) 
将 上 式 对 : 求 导 ,可 得 
是 = 一 wiacosy 一 wo ny 四 一 woad cosy {d) 
变量 + 的 变 分 为 
6r = enaWia — asingdy (e) 
由 上 式 可 知 ,在 = 0 及 = 2 时 都 有 让 = 弃 , 因 之 可 建立 Galerkin 法 的 行列 式 
| 2+ or- fz,i)]drdp =0 0) 


在 这 里 我 们 用 变量 儿 代 蔡 了 时 间 变 重 : ,显然 (站 具有 在 一 个 周期 内 的 加 权 余 量 为 零 的 合意 ， 
将 tc) 和 (d) 代入 了 (f) 式 后 可 得 


| [ur sing + wo 8 cosy + ef(acosp, — wosing)] x 


(cosySu — usingdy)dy = 0 (g) 
利用 以 下 定 积分 公式 
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[Csingeosy = 人 


2 2x 
| gin gdy = | cos dy = 2r 
息 [0 


由 如 各部 的 独立 性 ,可 得 
二 2 | singf(acosy， 一 woasing)dy 


2rneodo 人 
0=- 元， cospf (acosy, — woasing)dy 

这 便 是 当 自由 度 非 线性 系统 平均 法 的 基本 公式 ,与 用 传统 方法 所 得 结果 一 致 ,但 比 传统 方法 

概念 更 清晰 ,推导 更 简单 ,在 这 里 ,平均 的 含意 是 由 Galerkin 法 中 一 个 周期 内 的 平均 加 权 余 

量 为 零 这 一 基本 思想 所 规定 的 ,而 在 传统 的 推导 方法 中 , 仪 仅 理 解 为 非 线 性 项 在 一 周期 中 的 

平均 ,而且 是 在 推导 到 最 后 才 识 别 出 来 的 。 当 s 是 小 参数 时 ,a 与 9 随时 间 缓 慢 的 变化 ,以 至 

这 种 变化 在 一 个 周期 之 内 机 以 忽略 不 计 , 因 之 在 求人 i) 右 端 的 积分 时 ,a 和 8 都 可 以 视 为 党 


数 。 
5.4.2 ”基于 微分 原理 的 直接 解法 


从 微分 原理 出 发 ， 同 样 可 以 建立 近似 解 的 直接 法 列 式 ,以 广义 坐标 表示 的 
diAlembert-Lagrange 原理 ,Jourdain ,及 Gauss 原理 的 表达 式 分 别 为 


“fdarT aT_ _ 

“fd 3T aT 
: Q jd, =0 

> a6, 399 三 (5 - 95) 
6g, = 0,66; #0 
DT 97 ] 

< =0 
Cz 39, wg | (5 — 96) 
io = 0,8¢, = 0,6¢, 0 


将 以 上 各 式 在 上 = 各 及 上 = 三 的 区 间 上 对 时 间 : 积分 , 即 为 在 六 空 间 .Sr 空间 及 人 产 
空间 中 的 Galerkin 法 直接 解 糙 式 ; 


01d 3 3937 
0 


交行 aT 了 下 
dr 90, 


Bo, = 0.89， EO {5 — 98) 


8g, = 0,8¢, = 0,85, #0 (5 — 99) 

值得 注意 的 是 ,(5 - 97) 和 基于 固定 时 间 端 点 处 .各 旁 路 有 共同 位 形 之 条 件 
t= 1t06g = 0;t = 11,69 = 0 ($ ~ 100) 
下 的 Hamilton 原理 所 得 变 分 方程 完全 一 致 ,但 (5 - 97) 的 推导 过 程 中 显然 并 不 镁 要 条 件 (5 
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- 100, 由 此 可 知 在 应 用 基于 Hamilton 原理 的 直接 法 时 ,时 端 条 件 (5 - 100) 的 限制 可 以 放 
松 ;相反 ,在 到 函数 时 可 以 引入 初始 条 件 后 再 求解 。 
例 5-~ 11 用 Gauss 求 解 Duffing 方程 
+twr+t+hr =0 (a) 
的 一 次 近似 解 ,给 定 初始 条 件 为 ;z(0) = A,2 (0) = 0, 其 中 wo,h 及 A 为 给 定常 数 。 
解 取 以 下 形式 的 近似 解 


= (A+ aleoswt — gonsdmt {b) 
其 中 a 及 w 视 为 待定 可 变 参 数 , 所 役 定 近 似 解 之 加 速度 为 
=— Pooswt + P,(— coswt + 9oos3aw ) (c) 
其 中 记 
Pi = Aw:,P, = om? (d) 
将 P 及 P: 视 为 加 速度 表达 式 中 的 可 变 参 数 ,有 
全 了 二 Prewt + HP,{- cosur + 9oos3oxt ) (e) 
将 (b) 及 (ce) 代 人 基于 Gauss 原理 的 Galerkin 直接 法 列 式 
[C+ wx + hri)di dt=0 (D) 
由 o 


人- Piesu + Pa(— coswt + geos3at) + wil (A + a)coswt -cos3at 了 二 
Al(A + a)ooswt ~ acosdot ]} x [~ SPcoswt + Py(— coswt + goos3wr)]dt =0 i{g) 
和 由 于 证 | 及 证 , 的 独立 性 ,上 式 积分 后 ,可 以 分 解 为 以 下 两 方程 
wd +h[I(A +t a) -HA+ta)e + Fa:|=0 (h) 
(A + B82a)w’ — wi(A + Oa) 十 # [30a +a)— (A 十 ea 一 


F(A + aja -全 wo] = 0 (1) 


其 中 的 P 及 P 已 由 {d) 式 引信 了 方程 组 , 略 去 与 = 及 Ao’ 成 正比 的 项 ,并 将 (hb) 式 代入 (i) 
式 , 可 以 求 得 
2 6 
0 + 


wo 


将 此 式 代入 (h) ,可 得 wz = of + 子 hA? 最 后 得 到 一 次 近似 解 如 下 


天 守 由 cosat 一 A (cosut - cos3 owt ) (k) 
a = w+ 0. 75hA’ (1) 
习 题 


5- 1 质量 为 m 的 三 校 柱 A 沿 着 质量 为 M 三 棱柱 B 的 光滑 射 面 滑动 ,三 楼 柱 B 的 斜 
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理 求 三 棱柱 A、B 的 加 速度 。 


5-2 起 重 机 构 如 题 图 5-~2 所 示 。 主 动 轮 
,半径 为 r ,其 上 作用 有 不 变 的 力 偶 M , 鼓 轮 Se 
了 年 移 半径 分 别 为 r; 和 r+;, 齿 轮 针 和 VW 的 
齿 数 分 别 为 2, 和 2;。 被 提起 重 物 A 的 重量 为 
中 , 设 第 i 轮 的 转动 惯量 为 六 ,各 轴承 中 的 摩擦 > 


不 计 。 试 用 高 斯 最 小 约束 原理 求 重 物 加 速度 。 

5 -3 一 半径 为 7 的 小 圆柱 体 , 在 半径 为 是 图 5 -1 
R 的 固定 大 圆柱 简 内 无 滑动 地 滚动 ,如 题 图 5 - 3 所 示 , 试 用 高 斯 最 小 约束 原理 求 运 动 微分 
方程 以 及 圈 柱 质心 切 向 加 速度 。 


?> 


十 图 5 一 2 其 图 5- 3 


5-4 一 质量 为 mm 的 网 管 奇 成 半径 为 > 的 贺 环 , 圆 环 可 绕 其 边 绿 上 一 图 定点 在 其 平面 
内 摆动 ,质量 为 m 的 质点 在 管内 滑动 如 题 图 5 - 4 所 示 。 摩 擦 不 计 ,试用 高 斯 最 小 约束 原理 
求 其 运动 微分 方程 。 

5 一 5 一 质点 在 重力 作用 下 自由 下 落 ,就 其 在 +; 时 限 内 的 运动 而 言 , 试 就 下 列 三 种 情 


况 ; 
(1) 真实 运动 ”< = 村 2; 


(2) 可 能 运动 > = 方 8 


(3) 可 能 运动 > = 下 ee 
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摆 在 图 5 - 10 所 示 平 面 内 作 大 幅 摆 动 时 ,试用 哈密 顿 原理 求 复 摆 的 运动 微分 方程 ,并 求 微 幅 
摆动 的 周期 。 


题 图 5-9 题 图 5 - 10 


5 - 11 单 摆 押 长 为 /, 质 量 为 ,悬挂 在 另 一 质量 为 m: 的 滑 块 上 , 滑 块 又 悬挂 在 弹 筑 
系数 为 “ 的 弹簧 上 ,并 可 沿 铅 垂 方向 的 导轨 上 下 振动 ,如 题 图 5 - 11 所 示 。 试 用 哈密 顿 原理 
求 系统 的 运动 微分 方程 ,又 当 考 虚 微 幅 捧 动 时 , 求 其 微分 方程 。 


题 图 $- 二 2 


5 - 12 -~- 均 质 圆 盘 ,半径 为 7 ,质量 为 mw ,可 绕 重 直 于 盘面 并 通过 盘 心 的 水 平 轴 口 转 
动 ,在 圆 盘 上 A 点 悬挂 长 为 ! ,质量 为 m 的 单 摆 , 如 题 图 5 - 12 所 示 。 试 用 哈密 顿 原 理 求 系统 
的 运动 微分 方程 。 


6 非 完 整 系统 动力 学 方程 


一 个 力学 系统 如 果 存 在 非 完整 约束 , 则 这 个 系统 就 是 非 完整 系统 。 我 们 前 而 所 介绍 的 
Lagrange 方程 和 Hamilton 正则 方程 都 不 能 解决 非 完 整 系统 的 运动 问题 ,原因 是 系统 的 广义 
坐标 的 变 分 并 非 都 是 相互 独立 的 ,独立 坐标 变 分 的 个 数 少 于 广义 坐标 的 数目 。 对 于 非 完整 系 
统 的 动力 学 问题 需 采用 其 它 的 方法 来 解决 .这 一 章 介 绍 一 下 解决 非 完 整 系统 动力 学 问题 的 
几 种 常见 方法 。 


6.1 第 一 类 Lagrange 方程 


非 完整 系统 动力 学 的 基本 问题 是 ;已 知 主动 力 F(x, ,1) 和 系统 各 质点 的 一 组 为 约 来 
所 允许 的 初始 位 置 ro 和 初始 速度 rofs = 1,2,… ,3N), 求 系统 的 运动 和 约束 反 力 。 在 这 个 
问题 中 需要 确定 的 未 知 量 是 3N 个 zx, 和 3N 个 R,, 总 共 是 6N 个 未 知 量 ,但 现在 只 有 3N 个 
动力 学 方程 

认定 二 有 RS = 1,2,.,3N) (6~ 1) 

和 (4 + g) 个 约束 方程 ,而 一 般 总 是 :+ g < 3N , 故 方程 的 数 旭 小 于 未 知 量 的 数目 ,那么 该 问 
题 就 不 能 得 到 完全 确定 的 解 , 必 须 再 补充 %* = 3N 一 C+ gg) 个 独立 的 方程 ,这 可 以 从 约束 的 
力学 性 质 得 到 。 

考虑 由 六 个 质点 组 成 的 具有 理想 约束 的 离散 的 质点 系统 ,该 系统 作用 有 ! 个 完整 约束 ， 
E 个 一 阶 线性 非 完整 约束 。 所 以 ,在 3 六 个 庶 位 移 分 量 22, 中 ,只 有 nn = 3N - (i +g) 个 是 独 
立 的 ,不 失 一 般 , 今 设 L(L = /+ g) 个 不 独立 的 分 量 为 6r1 ,6x;,… ,SrL。 用 虚 位 秘 所 表示 
的 系统 的 约束 方程 为 


3 
DAsdr, =0 (r=1,2,.,1+g) (1 - 27) 
z=| 

由 该 方程 我 们 可 以 将 不 独立 的 分 量 总 , ,2，,… ,Bz 以 独立 的 分 量 rj ,Brn 


&rsiw 表示 。 将 这 个 不 独立 的 分 量 代 人 理想 约束 条 件 > Rix， = = 0, 则 式 中 独立 的 分 量 


Bz 16rm2,""… Granw 前 的 系数 必须 为 零 ， 由 此 便 得 到 Ri,R; "Raw 之 间 的 = 个 方程 ,这 
样 再 加 上 3N 个 动力 学 方程 及 (1 + g) 个 约束 方程 , 共 6N 个 方程 ,使 可 以 决定 6N 个 未 知 量 ， 
即 ,3N 个 如 和 3N 个 R,。 所 以 有 了 理想 约束 条 人 忻 , 非 自由 系统 的 动力 学 问题 便 一 定 可 以 解 。 


6.1.1 Lagrange 乘 子 法 


在 理论 分 析 和 具体 应 用 中 ,并 不 一 定 按 上 述 方法 去 找 3 个 补充 方程 ,下 面 介 绍 -- 种 方法 
即 Lagrange 乘 子 法 。 
碟 位 移 所 应 满足 的 约束 方程 为 
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3 
PABr, =0 (r=1,2,.,L+g) (1 — 27) 
理想 约束 条 件 为 
DS Rbr = {1 — 44) 


将 式 (1 - 27) 的 每 个 方程 分 别 乘 以 待定 乘 子 4.(; - 1,2,…, 工 ) ,然后 求 和 ,再 与 (1 - 
44) 式 相 减 得 
> (R, -PA, jsr， (6 - 2) 
在 式 (6 - 2) 中 ,对 于 不 独立 的 庶 位 移 分 量 3:,, 8z, ,…,8z, 可 以 这 样 处 理 , 即 通过 适当 
选择 1 (y = 1.2,… , 工 ) 而 使 这 些 分 量 前 面 的 系数 为 替 , 余 下 独立 的 虚 位 移 分 量 前 面 的 系数 
必须 全 为 零 ,于 是 便 有 
R, = aa。 (s = 1,2,.…,3N) (6 — 3) 
这 样 就 将 3N 个 未 知 量 通过 约束 方程 以 L 个 未 知 量 X, 表示 出 来 了 ,所 以 系统 未 知 量 的 个 数 
现在 为 SN 个 及 L 个 .而 方程 的 个 数 为 3N 个 动力 学 方程 及 个 约束 方程 ,问题 则 能 求 
解 ,这 个 方法 称 Lagrange 乘 子 法 。 


6.1.2 第 一 类 Lagrange 方程 
由 Lagrange 乘 子 法 有 
R, = AAA (s = 1,2,.…,3N) {6 -3) 


如 果 系统 受 有 完整 约束 及 非 完 整 约 束 分 别 为 
Lr) =0 (a= 1,2,.,0) (1-1) 


fxr,t)=0 {p= 1,2,:",g) (1 ~ 2) 
且 非 完整 约束 为 一 阶 线性 非 完整 约束 , 则 
对 于 完整 约束 
R=- DL (6 — 4) 
对 于 非 完整 约束 
R, = > 2 7 六 (6 — 5) 
其 中 1 ,42,… ,A ,71， ,7 都 是 待定 乘 子 ， 将 以 上 两 式 代 人 牛顿 方程 有 
2 证 ,二 下 + Da. + DE (s = 1,2,.,3N) (6 -6) 


这 就 是 第 --- 类 拉 格 朗 日 方程 。 

3N 个 第 一 类 Lagrange 方程 各 ! + g 个 约 东 方程 构成 求解 这 些 未 知 函 数 的 一 个 封闭 方 
程 组 . 当 质 点 和 约束 方程 都 很 多 时 ,这 组 方程 的 数目 很 大 ,要 进行 积分 是 很 困难 的 ,所 以 通常 
第 -- 类 Lagrange 方程 适用 于 离散 的 质点 系 。 

例 6-1 质量 为 m, 的 质点 A, 放 在 倾角 为 ,质量 为 ma 的 三 角形 棉 块 的 斜 边 上 , 模 
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块 又 可 在 水 平面 上 滑动 , 如 图 6 -1 所 
示 ,不 计 摩 氛 ,试用 第 一 类 拉 格 朗 日 方程  》 
求 质点 和 模 卖 的 加 速度 以 及 它们 所 受 的 
约束 力 。 
解 ” 设 质点 A 的 坐标 为 A (x) ,yi)， 
虎 块 作 直 线 移 动 , 故 只 要 有 一 个 x 坐标 
就 可 确定 其 位 置 ,为 方便 起 见 , 取 B 点 坐 
标 B(z,,y;) 来 居 赫 , 故 系统 的 约束 方程 5 
为 
= yr Nang = 人 0 


(a) 
f= yhk=0 {b) 
式 中 注 为 模块 高 度 , 则 
of 0 
02 Medy, ‘Bry By 
3f _ 9 np 
Az 0 入 加 0,37, 0,3y, =! (9) 
由 第 -类 拉 格 朗 日 方程 ,有 
2 可 
mi EI = 
可 
mi 区 三 mg+ A 2 A 天 
中 
D7 2 三 及 | 一 一 入 十 3 a 
.. 闪 
WD 2 =— Wg+ a 水 古风 殊 (d) 
将 式 {e) 代 人 式 {d) ,得 
pti 三 一 Atane mi Yi =—- mg A 
m2 2 = ~ Aitana, ry Yi = Mgt a+ A (Ce) 


上 述 式 (a) .Cb) ,(e) 等 六 个 方程 可 求解 六 个 未 知 数 了 19 玉 1 2 yA 1 等 。 
由 式 {a) 和 式 {b) 有 


¥) = (Fi i)tane, $=0 (fi 
代入 [e) ,得 
mE — Etana =—- mg- A mg= A ti (g) 
由 式 (e) 解 得 ,和 至, 代 人 式 (g) ,得 
A MEOOS oa (hy 


了 
Hz 十 msn a 


将 上 式 代入 {g) ,得 


2 

Diy m2 geos a 

ha = Pg ~ A = mi + -一 
my + dl or 
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,, m2 ESING COOSA 

站 | 二 .六 
m2t mstne 

mesinacosa 


T2127™ -全 
Pa SIN ga 


将 上 两 式 代 人 (了 ,得 


(mI + ma) gsin a 
> 1 ma 十 psin: @ 


假设 质点 A 所 受 的 约束 力 为 Ri ,由 于 不计 摩擦 , 故 RR 为 翟 直 于 模块 斜 边 的 法 向 反 力 ， 


列 出 质点 A 在 x 方向 的 动力 学 方程 为 
m | = Rsine 
此 式 与 式 (e) 比较 知 
Rsing = ~ Aitane 
于 是 得 到 
Ri = mks 


cosa nr 十 msin a 
假设 模块 所 受 水 平面 的 约束 力 为 R;, 列 出 模块 在 y 方向 的 动力 学 方程 为 
mV; = Ri mg — Rcosa = R,— mgti 


此 式 与 式 (e) 比较 知 
Ri; 一 hz 二 | 和 :十 


例 6~2 质量 均 为 m = 1 的 两 个 质点 
AM AM。 ,由 一 长 为 | 的 无 重 刚 杆 相连 ,并 在 铅 
牌 面 内 运动 ,系统 运动 时 ,有 一 约束 恬 其 质心 的 
速度 始终 沿 着 杆 的 方向 ,假设 开始 时 ,村 处 于 水 
平 ,质心 的 初速 度 为 vo , 杆 的 初 角速度 为 wo , 坐 
标 故 置 如 图 6 - 2 所 示 。 求 这 两 个 质点 的 运动 和 
所 给 予 系统 的 约束 力 。 

解 ” 设 两 质点 的 坐标 分 别 为 Miz,y1)， 
M(x ,yi) ,系统 的 完整 约束 方程 为 


2 
mmagoos a k 


人 
Pry 十 WSI a 


3 [r+ (yy -el=0 (a) 
式 中 系数 广 为 以 后 推 革 方便 而 加 的 。 
系统 的 非 完 整 约 束 方程 为 

(ra T(t) yy (zt 1) = 0 《hb) 

由 第 一 类 近 格 朗 日 方程 ,考虑 到 六 = 1, 则 有 
一 At 一 TAN 人 0 《c) 
一 六, 十 AT， 一 工 门 一 L(y 一 yy =0 (d) 
-gg-—- YA -yt r=0 (e) 


~g™ Yi1- Ay -y+tu(r -rT)=0 《全 
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由 式 {c + 式 (d), 式 (e) + 式 (有 ,得 
(t+ EI) +2a(y 一 = 
( 2 十 V1)2g - 2p( x -xI)=0 


将 上 两 式 消去 x ,得 
(za ~ XIE + 全 2 十 《3 -一切 氏 革 十 了) + 28(32 -yy =0 

又 由 式 (d) - 式 (c), 式 (f) - 式 (e), 得 

~- (2 — 1)+2A(r: -rt1)}=0 

-33 — YF)+2a(y — = 0 
将 上 两 式 消 去 4 ,得 

《32 YN EE) ~ (x — XY —Y1)=0 
为 方便 计 , 令 
HH= TT y= ti = y+ 


则 式 (a) .Ch)、(b)、(g) 为 


ut+w=i (i) 
du-uv=0 {i) 
Pv— Qu = 人 0 (k) 
Pu+@vu+t+22w=0 (1) 
式 (人 宕 明 , 可 以 看 成 一 点 在 (u,v) 平面 上 图 周 运动 ， 
式 (j) 表示 这 点 加 速度 恒 指向 圆心 ,所 以 一 定 为 等 速 ™ 


网 周 运动 ,如 终 6 - 3 所 示 , 故 可 以 写 为 


u = tesgu = lsing 


Pp = wot + po,P= oo (m) (uo) 
9 为 村 与 水 平 轴 xz 的 夹 角 ,w 为 常数 , 当 : = 0,wp ,~ 
一 Po = 0, 式 (k) 可 写 为 ni 
P:Q= ua: v= oswt : sinwo? 

设 

P= jeswot,Q = psinwet (n) 
将 土 式 代 人 (D ,得 图 6-3 

缴 =~ 2gsinooi 

积分 ,得 


特此 再 代入 式 (n) ,得 


了 1 十 了 一 (经 ceo 十 e |eoswn 
2 wo 


Yi1+ 3 一 ( 笃 mosou 本 cjsinwut {0) 


由 初始 条 件 :1 = 0,wo = < vw 
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非 完整 约束 力 N” 


式 (b) 又 可 写 为 
a tT1 + at2tay yy tay = 人 0 
式 中 
2 一 4 二 (3 
dy = @ = Xr— XI 
所 以 
= a = p(y — yi) 
Niy = pay = p(t ~ 1) 
Na = pa =—- p(y 1) 
Na = ps = (za ~ x1) 
故 
NT = Ni = (pe) + (pos) = 
py (yy) tr ry = pu 
由 前 面 知 
— (EI+ E22) [es oo :ww -过 jcoewz] 
”20mp-y) 2snot 
= EB (2o0swot -1) + 
则 得 


Ns = Ns; = g(2c0sw0t — 1) + wavn 
N 与 N? 相等 而 且 均 科 直 于 杆 的 轴线 ,这样 才 能 使 两 质点 作 等 角 速 转动 。 另 外 ,也 保证 
VY 方向 始终 洛 杆 的 方向 的 必要 约束 力 , 如 图 6 - 4 所 未 。 


例 6-3 质量 为 m 的 光滑 小 环 , 套 在 半径 为 + 且 固 定 于 铅 垂 平面 内 的 大 回环 上 如 图 
6 -5 所 示 。 如 1 = 0 时 ,小 环 及 无 初速 地 自 大 图 环 水 平 直 径 的 一 端 B 下落 , 求 小 环 在 重力 作 
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用 下 运动 的 速度 ,加 速度 及 所 受到 的 约束 反 力 。 
解 ”小 环 只 受到 一 个 完整 的 约束 , 妈 
4+ -r=0 
所 以 待定 乘 子 只 有 -个 , 设 为 ,由 (6 - 6) 式 有 
m= 2Ar 
my= mg 十 2Ay 


具体 求解 时 需 联 立 上 面 三 个 式 子 。 


例 6~4 质量 均 为 m = 1 的 两 个 质点 Mi 和 M;, 由 一 长 为 ! 的 刚 村 联接, 杆 的 质量 
忽略 不 计 。 设 此 系统 只 在 锥 和 平面 内 运动 ,及 杆 的 中 点 速度 只 沿 杆 子 方 向 如 图 6 - 6 所 示 。 求 
质点 M 和 M; 的 运动 。 

解 。 取 系统 的 坐标 参数 为 x ,y, ,x ,7 

完整 和 非 完整 约束 方程 分 别 为 

{xz -x+(y 0 
(x1 一 Xp +t yy ya +)=0 
故 可 设 Lagrange 条 子 为 和 ,7 ,所 以 由 (6 - 6) 式 有 
1 =-2A(r 一 工 由 一 72 ~ y1) 
= 一 有 一 2 人 3 y+ Yr - 1) 
FE = 2A(I2 一 工人 一 一 3 
ya =- 8+2A(y — y1) + Yr 一 
联 立 上 面 六 个 式 子 期 可 求解 。 


6.2 一 阶 线性 非 完整 系统 的 Lagrange 方程 


在 第 二 章 中 ,我 们 研究 了 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 ,由 于 它 采 用 了 广义 坐标 和 引进 能 量 的 概 
念 ,使 求解 方便 ,得 到 了 广泛 的 应 用 ,但 它 只 能 适用 于 完整 系统 。 在 上 节 中 所 讨论 的 第 一 类 拉 
格 彰 日 方程 ,由 于 采用 了 待定 菜子 法 ,消去 了 不 独立 的 坐标 变 分 ,而 又 能 适用 于 非 完整 系统 ， 
但 是 它 应 用 了 直角 坐标 系 ,方程 式 数 比 自由 度数 多 ,计算 比较 烦 , 在 应 用 时 有 一 定 的 困难 。 由 
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此 ,不 难 想到 ,如 果 将 两 者 结合 起 来 , 既 可 以 解 非 完整 系统 的 动力 学 问题 ,又 可 使 求解 方便 ， 
这 就 是 本 节 要 讨论 的 一 阶 线性 非 完整 系统 的 拉 格 朗 日 方程 。 

设 由 NN 个 质点 组 成 的 力学 系统 , 受 有 上 个 完整 约束 ,g 个 一 阶 线性 非 完整 约束 ,对 于 这 
样 一 个 系统 ,我 们 取 = 个 广义 坐标 来 描述 系统 的 位 形 , 则 完整 约束 就 可 以 不 再 考虑 了 ,但 由 
于 有 8& 个 非 完整 约束 的 存在 , 则 这 些 广 义 坐 标的 变 分 之 间 并 不 是 相互 独立 的 ;广义 坐标 的 变 
分 应 满足 如 于 的 约束 方程 


Dasdg =o (8 = 1,2,.°,g) (1 - 35) 
将 动力 学 的 普遍 方程 用 广义 沧 标 来 表示 ,我 们 有 

"rd 47 dg 了 

Dy 0 (2 - 15) 


由 式 (1 - 35) 广义 坐标 的 变 分 之 间 并 不 相互 独立 ,所 以 不 能 由 式 (2 - 15) 得 到 第 二 类 
Lagrange 方程 。 这 里 我 们 仍然 采用 拉 格 朗 日 乘 子 法 , 引 人 “ 个 竺 定式 子 hi(B = 1,2,…,g)， 
将 式 (1 -~ 35) 中 的 每 个 起 子女 上 相应 的 is 后 再 相 加 得 

5 Pady, = =0 (6 - 7]) 


r=|1 B=1 


用 式 (2 - 15) 减 式 (6 - 7) ,得 

六 攻 交 和- D0 jy =0 (6 一 8) 
这 样 可 拟 选 取 g 个 待定 乘 子 4 ,… ,4 使 式 (6 - 8) 中 gg 个 不 独立 的 广义 坐标 变 分 前 的 系数 
等 于 零 , 而 对 于 其 余 的 Cn - g) 个 广义 坐标 变 分 前 的 系数 ,由 于 变 分 是 独立 的 ,因此 ,必然 等 


了 零 这 样 , 训 得 到 了 一 阶 线性 非 完整 系统 的 Lagrange 方程 


d 37 _3T 
不 3 -+ Da (7 = 1,2,,n) (6 — 9) 


式 (1 - 35) 和 式 (6 一 9) 联 立 ， 即 可 解 出 (wn + g) 个 未 知 量 gq ,9q,，,… “sn Al Aa A 

由 式 (6 - 9) 我 们 看 方程 右 端 的 第 二 项 ,不 难 理解 这 一 项 是 由 于 非 完整 约束 引起 的 广义 
力 。 

由 一 阶 线性 非 完 整 约束 的 约束 方程 


fqsdst) = Dagd, tas=0 (6 - 10) 
则 式 (6 - 9) 中 的 ax 可 写 为 
Gg 二 于 {B= 112 ,8 = 1,2,.. ,1) 《6 — 11) 
故 式 (6 -- 9) 叉 可 写 为 
#9 
-和 -+ 于 (j = 1,2,,n) (6- 12) 
如 果 系 统 为 非 完整 约束 保守 系统 , 则 上 式 还 可 写 为 
d aL 3L ED . 
dod a 7 A {7 = 1,2,.,») (6 ~- 13) 


例 6-~ 5 一 半径 为 7 的 贺 环 ,质量 为 mm , 沿 借 角 为 a 的 斜面 无 滑动 地 滚动 ,如 图 6-? 
所 示 , 试 研究 圆 环 的 运动 规律 并 求 出 斜面 的 约束 反 力 。 
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解 ”本 题 实际 上 是 完整 系统 ,但 作为 应 用 我 
们 考虑 系统 为 非 完整 系统 , 取 广 义举 标 为 x , y. ， 


9, 圆 环 受 到 两 个 非 完 整 约束 , 即 
ye 二 0 (1) 
2. -rg=0 (2) 

将 上 面 的 约束 方程 写成 标准 形式 


0.2+1: S$.+0.60=0 
1:2+0.3.-r.0=0 
这 样式 (6 - 9) 中 的 a, 分 别 为 


站] 一 0,al, 三 l,ale = 0 


G2 = las 和 0,aze 一 一 了 图 6-7 
系统 的 动能 
T= 村 mm( 姑 十 闪 ) + 二 mmr? 全 
系统 的 势能 (以 o 为 零 势 能 点 ) 
V=- me(x.sing — yoosa) 
则 广义 力 为 
名. = 一 3 = masine 
Q, = FL = mpeosa 
th = 
将 久 上 各 起 代 人 非 完整 系统 的 Lagrange 方程 得 
m= mgsing 十 人 (3) 
m ,= gcoso 十 让 (4) 
mr 8 = Asr (5} 


联 立 式 (1)(2){3(4){5) 即 可 求解 。 

例 6-6 平面 上 有 两 个 质点 ntl 及 ma ,系统 运 
动 时 m, 对 m, 进行 追踪 , 即 mx, 的 速度 始终 对 准 m;， 
如 图 6 - 8 所 示 。 试 用 非 完 整 系统 的 Lagrange 方程 求 
系统 的 运动 微分 方程 。 

解 取 广 义 坐 标 为 Tr 2 Y2 ,的 东方 程 为 


A <- 只 二 六 
Er 


整理 为 


(yp y+ (rx) y=0 (1) 
将 上 式 写 成 完整 形式 为 . 
(yz 一 3 宇 ， + 【Ti 一 二) 号， + 人 :7 + 人 OO. vy, 一 


故 
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dir 一 JI 二 这 一 tr 一 0,a,, =0 
动能 
人 = 一 元 六 mi( 放 十 劳 )+ 方 m2( 寻 + 沉 ) 
将 以 上 各 式 代 人 非 完整 系统 的 Lagrange 方程 有 
Ld Et) = Ma 一 3 (2) 
mi 也 = A1(x2 — Tz1) (3) 
nis EE, 一 0 (4) 
ma Ps, 三 0 (5) 


联 立 式 (1)(2)(3)(4)(5) 即 可 求解 。 

下 面 我 们 再 用 待定 生子 法 来 讨论 一 下 完整 系统 及 非 完整 系统 的 拉 格 朗 日 方程 。 

对 于 完整 系统 ,有 时 为 了 求 革 些 约束 力 , 在 选取 广义 坐标 时 暂时 不 考虑 相应 的 约束 ,这 
样 对 于 原 有 个 广义 坐标 ( 亦 即 完整 系统 的 自由 度数 为 ) 的 系统 ,我 们 可 选取 + 1 个 广义 
坐标 ,显然 这 ! 个 广义 坐标 是 不 独立 的 ;将 动力 学 的 善 遍 方 程 用 广义 坐标 表示 ,有 

和 二 上 aT 避 

> [8 (a )- 入 -Qji =o (6 - 14) 
显然 上 式 中 的 广义 坐标 的 变 分 之 间 并 不 独立 ,所 以 暂 不 由 上 式 来 得 到 第 一 类 拉 格 朗 日 方程 ; 
这 里 我 们 仍然 采用 拉 格 朗 日 乘 子 法 。 假 定 有 ! 个 完整 约束 


> i 0 (r= 1,2,.,1) (6 - 15) 
引 人 (个 待定 乘 子 1.(r = 1;,2，…… 虽 ,将 上 式 中 的 每 个 式 于 池上 相应 的 ), 后 再 相 加 ,得 
> = (6 ~ 16) 


用 式 (6 - 14) 减 去 上 式 ,得 
lalaTy aT 
la -~ > :起 
这 样 可 以 选取 ! 个 待定 苇子 4，…, 使 上 式 中 不 独立 的 广义 兴 标 交 分 的 系数 等 于 夫 .而 


对 于 其 余 的 mn 个 广义 此 标 灾 分 前 的 系数， 由 于 变 分 是 独立 的 ,因此 ,必然 等 于 零 。 这 样 就 可 以 
得 到 了 下 面 的 方程 


,二 0 (6 — 17) 


#( 荡 )- Qt 2 (j = 1,2, ,n+ 1) (6- 18) 

同 理 对 子 保守 系统 则 有 
扣 演 )- 革 = x 这 (Gj = 2 (6 -19) 
式 (6 ~ 18) 与 ! 个 完整 约束 方程 联 立 ,可 和 出 ! 个 待定 飞 子 | ,… ,2 ,并 确定 系统 的 运动 规 


律 。 

在 上 述 问题 中 ,暂时 先 保留 于 的 这 些 不 独立 的 坐标 我 们 又 将 它们 称 为 多 余 坐 标 。 在 某 些 
问题 中 ,消去 不 独立 坐标 不 太 方 使 时 ,往往 先 保留 这 些 多 余 坐 标 , 即 特意 选取 多 于 系统 自由 
度数 的 广义 坐标 ,然后 再 用 待定 梯子 法 将 它们 消去 ,于 是 得 到 了 与 式 (6 - 18) 相同 的 方程 ， 
此 时 , 它 就 变 为 求解 完整 系统 具有 多 余 坐 标 时 的 运动 微分 方程 。 不 难看 出 , 式 {6 ~ 18) 中 的 


”1T72 ， 分 析 力 学 


最 后 一 项 , 即 为 系统 相应 的 约束 加 于 系统 的 约束 力 的 广义 力 。 

对 于 更 一 般 情况 ,如 果 系统 由 N 个 质点 组 成 ,有 ! 个 完整 约束 和 & 个 非 完整 约束 ,系统 
的 自由 度数 为 n。 现 取 :个 广义 坐标 g ,9:，…，9 来 确定 系统 的 位 置 , 且 。> , 则 网 样 可 得 
到 下 面 的 动力 学 方程 

主演 )- 共 = 8+ (6 -20) 

例 6 -7 如 图 6 -9 所 示 系统 ,A,B,C 物 块 质 量 均 为 ,用 不 可 人 长 的 轻 强 通过 漠 
轮 系 住 ,各 清 轮 质 量 不 计 ,A ,C 物 块 分 别 放 在 倾角 为 。 和 有 的 光滑 斜面 上 。B 物 块 吊 在 动 滑 
办 上 ,只 能 在 铅 生 方向 运动 , 斌 求 各 物 块 的 加 速度 。 


解 ” 系统 为 完整 系统 ,具有 两 个 自由 度 , 为 方便 计 选 = ,rz ,zs 为 描述 位 形 的 坐标 , 显 
然 有 一 个 坐标 是 多 余 的 ,不 独立 的 。 设 强 长 为 上 , 则 系统 的 约束 方程 为 
f=xt2rt+rtd-t=0 (a) 
式 中 d 为 常数 。 
系统 的 动能 为 


了 = 22 + 2 + 之 3) 


2 
取 过 〇 点 水 平面 为 重力 堆 势 面 , 系 统 的 势能 为 
V=- ma(rsne t+ r+ b+ rsing) 
故 拉 粘 并 日 洱 数 为 


L=T-VY= 让 mm + 2 + 7) + ma(risine + x + b+ .casing) 


取 等 定 乘 子 4 ,而 
af -13 9] 


5 


然后 代入 到 式 (a) 中 有 


6 非 完 于 系统 动力 学 方程 * 173 - 
友 芝 -于 =+ 守 j= 1,2,3 
则 得 
mi mesinrt+A (b) 
m= me 十 2 Cc) 
m £3 = mgsinp + A (d) 
由 式 (a) ,有 
芋 | +2 ,+ 人 =0 (e) 


由 式 (b)、(c) .(d) 、(e) 联 立 求解 ,得 
六 ,= (Ssina ~ sing — 2) 


了 ;== 号 (1 一 sing — 5nB) 
下 4 二 (Ssing — singr — 2) 


入 三 一 (sina + sing + 2) 


由 上 述 方程 可 以 看 出 ,A 就 是 绳子 的 张力 。 

例 6-8 冰鞋 及 其 上 的 总 质量 为 mm, 对质 
心 转动 惯量 为 了 ,在 质心 C 处 装 有 冰刀 ,在 水 平 
冰 面 上 运动 ,其 质心 速度 始终 没 冰 万 的 纵向 。 假 
设 所 爱 阻 力 下 = - cr ,通过 质心 , 式 中 ec 为 党 
数 。 当 开始 时 ,rz(0) = 0,y(0) = 0, p40) = 0， 
0) = mt0) = 0,$ (0) = ,如 图 6 - 10 
所 示 , 试 求 冰鞋 的 运动 规律 。 

解 。” 取 冰 鞋 质 心 坐 标 x,y 及 冰刀 的 方向 
角 g 为 广义 坐标 , 按 题 意 系统 的 约束 方程 为 


zsing Soop=0 Ca) 
是 非 完整 约 东 方程 , 故 系统 的 自由 度数 为 2。 6- 10 
系统 的 动能 为 


1 ， 。 1] ，， 
T = Fm 二 号 )》 + 万 了 多 


给 系统 以 虚 位 称 科 ,2 和 部 , 则 主动 力 上 在 虞 位 移 上 元 功 之 和 为 
A= Fort+hdy+0p=-rrtdr-ey dy 


故 广义 力 分 别 为 
Q, =-ezra=-cyQr = 
由 B= sing— ycoosg 
有 
dl = 8 -= sing, as, = 28 = 一 cos 久 ,aiy = 28g -0 
3 a 3 


设 待定 老子 为 1 ,将 式 (5) (ad)(e) 代 人 到 式 (6 -9) ,得 


(b) 


Cc) 


(d) 


(e) 
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m= critAsny (DD 
my = cs- Acosy (g) 
$=0 (h) 
由 式 ( 人 ,tg) 消去 4 ,得 
(mi+t+er)op+t(m y+ey)snpg =0 (1) 
由 式 ( 有 ) 及 初始 条 件 多 (0) = wy(0) = 0 得 
PLL) = wt 
代入 式 (a) 
y= £ tanet 
并 对 上 求学 ,得 
号 = 2 tanwt + A 
将 上 式 代 人 式 (中 ,得 
E+ (ES + otanor z=0 0) 


由 上 式 可 解 出 x = z(t7) ,最 后 可 解 得 y = y(i)。 
先 考虑 无 阻力 情况 , 即 。 = 0, 由 上 式 及 初始 条 件 , 得 
= Tocoser , 工 = sinat 


代入 式 (a) 解 得 


。 . 了 
= Wosina ,3 一 了 (1 一 coseuft ) 


由 此 可 知 , 冰 圣 质心 绕 中 心 [0, za ) 作 匀速 图 周 运动 ,半径 为 并, 如 图 6 - 11(a) 所 示 。 再 考虑 
胆 力 情形 , 即 < 天 0, 求解 式 0) ,得 

r= Rlsina te .sin(wt — a)] 

y = Ricosa ~ e+ .oos(wt - a)] 


-上 上 
= tA = Wugwe rT 


其 中 总 减 特 征 时 间 T 一 ,RR 一 vocosal ae 二 arctan > 


质心 速度 大 小 按 指数 规律 喜 减 , 即 "= voe* ,质心 轨道 的 曲率 半径 为 p = 辣 = e+, 如 
图 6 -11(b) 所 未。 


6.3 非 完 整 系统 的 阿 贝尔 方程 


阿 贝尔 (Apell) 方程 是 用 来 解决 非 完整 系统 动力 学 的 在 数学 结构 上 形式 比较 简单 的 一 
种 方程 ,这 是 Apell 方程 的 主要 优点 ,下 面 我 们 来 推导 这 个 方程 为 此 , 引 人 一 些 新 的 概念 。 


(a) 


6.3.1 准 速 度 与 准 坐 标 


当 以 广义 坐标 9g 确定 系统 的 位 形 时 ,用 广义 速度 # 来 描述 系统 各 点 的 速度 是 很 自然 的 ， 
但 在 有 些 场合 ,不 直接 采用 广义 速度 而 采用 广义 速度 5 ,3 ,5。 的 nn 个 函数 
tI 二 fd ds dt) 
ny = lddsrdn rt) 
其 。 = f tdi) ' (6 — 21) 
来 描述 系统 各 点 的 速度 时 有 时 更 为 方便 ,这 里 惟一 的 要 求 是 这 个 霓 | ,fa ,是 彼此 独 
立 的 ,而 且 与 广义 速度 能 一 对 一 地 转换 .这 样 我 们 将 这 个 元 | , 卉 ; … ,区 称 为 准 速度 。 
一 般 情况 下 尤其 是 对 于 完整 系统 和 一 价 线性 非 完 整 系统 常 取 准 速度 为 ,全 了 
的 线性 组 合 
NE 二 Ya a (k= 1,2,..…,n) (6 — 22) 
其 中 a 及 a 都 是 9,# 的 函数 。 
元 和 能 实现 一 对 一 地 转换 的 条 件 是 
detflas]| ” #0 (6 - 23) 
Ak,}= 1 
于 是 由 式 (6 - 22) 我 们 可 解 出 
d= Dhantb (= 12,n) (6 — 24) 
将 式 (6 - 22) 写成 微分 形式 ,并 引 人 记 号 dw = Nedt 则 有 
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dm = Davdg tadt (k=1,2,,n) (6 -25) 
+=1 


如 果 式 (6 - 25) 能 积分 成 有 限 形式 , 则 有 
TL 一 mi (9 2 ) 
Wm = tg 9 ) 
(2) (6 ~ 26) 
这 表明 mw ,zw ,… ,mm 不 过 是 另外 一 组 广义 坐标 ,车 ,过 ，,… ,元 , 为 与 之 相应 的 广义 速度 ,但 实 
际 上 我 们 并 不 囊 求 式 (6 -25) 一 定 可 积 成 为 有 限 形 式 ,因为 m ,x ，…m 本 身 不 一 定 有 任何 
意义 ,同时 也 不 一 定 存 在 ,但 为 了 后 面 的 应 用 我 们 将 这 样 一 组 坐标 mr mm，…，m 称 之 为 准 坐 


标 。 
6.3.2 ”速度 ,广义 速度 、 准 速度 之 间 的 关系 式 
站， 计 Tg nt) (s = 1,2,'",3N) (1 — 14) 
= DT， 。 三 | 
,= D7 (s = 1,2,°,3N) (1 ~ 16) 
= 164 训 + (j= 1,2,…,n) 代 人 上 式 有 
如 + 
= Bob ts + > ts 3N) (6~27) 
于 去 让 责 二 上 了 一 人 
上 式 可 写 为 
,二 和 > 3 RL 十 2 2 + = 各 = 1,2,.,3N) (6 ~ 28) 
1=] 本 = 下 有 
引信 记 号 
3a) A) _ dr az 
dns 4°] dg ba D.= 和 2 dg,” ' dt (6 ~ 29) 
则 有 
记 = 站 到 + DD, (s = 1,2,.",3N) (6 ~ 30) 
上 是 


由 式 (6 - 30) 可 知 准 速度 也 是 描述 系统 各 点 速度 的 一 组 独立 参数 。 
如 果 系 统 有 g 个 一 阶 线 性 非 完 整 约 东 


2 ag d+tas= 人 0 (A = 1,2,°,g) (1 -18) 
了 = 二 


则 5 ,62,… ,5, 间 只 有 nn 一 上 个 是 独立 的 。 令 mm = 一 &, 则 此 时 可 取 ms 个 准 速度 作为 措 述 
系统 各 点 速度 的 独立 参数 ,不 失 一 般 性 ,可 取 


站 和 (人 = 1,2,…,m) (6 ~ 31) 


区 wsp = = Do ,+ a (B= 1,2,.…,g) (6 — 32) 
并 且 使 


各 非 完整 系统 动力 学 方程 "179，: 


一 » Sm 产 ; 和 
人 一 
二 [2 EE Jén, 
并 了 N ,2 
= DE Dm Fon (6 ~ 46) 
我 们 定义 
S = Fm FF (6 -47) 
贝尔 函数 或 系统 的 加 速度 能 ,这 样 动力 学 的 普遍 方程 便 为 
DP -Man =0 (6 - 48) 
如 果 系 统 存在 g 个 一 阶 线性 非 完整 约束 
Donds tas =0 (P= £,2,.%,g) (1 - 18) 


按 上 面 的 讨论 Sx 只 能 及 = nn 一 个 是 独立 的 , 且 Sn(k= m+1,…,n) = 0, 这 样 
由 式 (6 - 47) 便 有 


Sp- 了 和 )8m =0 (6 - 49) 


则 有 

Ee =Pp, (k=1,2,.,m) (6 - 50) 
这 便 是 一 阶 线性 非 完 整 系统 的 阿 贝 尔 方程 , 即 系 统 的 
加 速度 能 对 准 加 速度 的 一 阶 妨 导数 等 于 作用 于 系统 
上 相应 于 准 举 标的 广义 力 。 

阿 贝 尔 方程 对 于 完整 系统 和 和 非 完整 系统 都 具有 
简单 面 统一 的 形式 。 对 于 非 完 整 系统 , 阿 贝 尔 方程 避 
免 引 进 了 与 约束 力 有 关 的 待定 桨 子 , 这 是 阿 贝尔 方程 
的 优点 。 

下 面 我 们 讨论 一 下 如 速度 能 S 的 计算 。 

{1) 对 于 离散 质点 系 ,加 速度 能 S 可 以 按 其 定义 
计算 ,了 即 、 

3 = EA me (6- 51) 
式 中 ,zm 为 第 i 个 质点 的 质量 ， ai 为 第 i 个 质点 的 加 速 


度 。 
(2) 对 于 平 动 刚体 ,有 
N | N 


一 pp ma = Farom, = 3 Mat (6 ~ $2) 
(3) 定 轴 转 动 刚体 (如 图 6 - 12) 
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$= Dmat = 4]ardm = $7 + ot)dm 
= Ce + | dm 一 AAG + eww’) (6 - 53) 
式 中 也 为 刚体 对 转轴 oz 的 转动 惯量 。 
(4) 平面 运动 刚体 
对 于 质点 系 的 加 速度 能 量 也 具有 与 柯 
尼 希 (天 onig) 定理 相 类 似 的 定理 。 


设 质点 系 的 质心 为 已 , 它 对 固定 点 o 的 
矢 径 为 rc ,系统 中 的 任 一 质点 M; ,其 质量 为 
za, 矢 径 为 rm ,该 质点 相对 于 质心 的 矢 径 为 
r: ,如 图 6 - 13 所 示 。 显 然 有 


r=retr (6 ~ 54) 
且 六 = FetFi (6-55) 
系统 的 加 速度 能 为 
Se }) 图 6 一 13 
= 4D mre) + Fe Pm lr ) + 到 人 人 (6 - 56) 
因 质心 相对 于 自身 的 矢 径 为 办， 即 
A mr =0 (6 — 57) 
所 以 
N 2 N 
Dm Fi = S37( mer’) = 0 (6 - 58) 
时 
令 >， mu = MM, 式 (6 ~ 56) 可 写 为 
1 1 六 
$=TMiC+ phe F (6 — 59) 


式 中 M 为 质点 系 的 总 质量 , 产 c 为 质心 加 速度 , ;为 质点 NM. 相对 于 质心 的 加 速度 。 
质点 系 的 加 速度 能 量 应 等 于 系统 的 质心 的 加 速度 能 量 与 该 系统 相对 于 其 质心 运动 的 加 


速度 能 量 之 和 。 
平面 运动 刚体 的 加 速度 能 量 应 为 
5S= 5M( EL 十 Yt) + 3Jc 2 
1 
= 3Mat + 3le (6 — 60) 


例 6-10 质量 为 m ,半径 为 > 的 实心 国 柱 ,在 一 半径 为 民 的 固定 的 空心 圆柱 内 作 纯 滚 
动 ,如 图 6 - 14 所 示 。 试 有 阿 贝尔 方程 建立 加 柱 的 运动 方程 并 求 微 振动 周期 。 

解 ”系统 为 完整 系统 ,一 个 自由 度 , 取 6 为 广义 坐标 ,6 为 准 速度 , 8 为 准 加 速度 。 

约束 条 件 应 为 
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解 ”这 是 一 个 完整 非 保守 系统 , 取 系 统 质心 C 的 坐标 <,y 及 8 为 广义 坐标 。 依 题 意 , 质 
心 速度 始终 与 AB 杆 垂直 , 故 非 完整 约 东 方程 为 


人 oosd + ysing =0 (ta) 
且 
=- (Ytand + SO sec0) (b) 
系统 的 加 速度 能 为 
$= Fm)( + 2) +2x 方 mm (二 :+ 0) 
= m( E+ 7) + mt ?+ b:) do) 
取 y,8 为 准 坐 标 , 则 》, 8 为 准 速度 . 了 , 8 为 准 加 速度 ,将 (b) 式 代 人 (c) 式 ,消去 了 于, 得 
S = m[(> tang + Sb sec 0) + ¥*] + 4m?( 0? + 6) (d) 
由 于 是 保守 系统 ,又 在 水 平面 上 运动 , 故 有 
1, 一 0,11, =0 
由 阿 贝尔 方程 ,有 
aS . 
了 = ,2m[(Y tan0 + 8 sec tf)tand + 3]=0 (fy 
J 
a5 | 
一 = Fm #=0 (g) 
a8 
积分 式 (g), 当 上 = 0,8= wo,9 = 0, 得 
六 = wo = 常数 
及 0= wot 
代 人 式 ( 有 ,得 
+ 号 watanwot = 0 {h) 
上 式 分 离 变 量 后 ,有 
dy 一 一 wotanwortdi 
J 
积分 ,得 
ln y= lnCeooswo! 
即 有 


y= Cooswot 


式 中 C 为 积分 常数 , 当 上 = 0,3= vo, 则 可 求 得 


C= ve 
所 以 y= voooswpt {i) 
将 式 ( 站 代入 式 (a) ,得 
= vosinwot (j) 


积分 式 0) 和 (i), 当 1 = 0,x = dy = 0, 得 


T= (cwt-l)+d (k) 
twp 
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-人 
y= Sinwot (1) 


从 式 (k) .(1) 可 以 看 出 ,系统 运动 时 质心 C 的 轨迹 为 一 半径 为 的 圆 ,圆心 在 Co(a - 


妈 ,0)。 而 入, 有 两 质点 相当 于 分 别 被 请 制 在 半径 分 别 为 ( -8 - 5 ) 和 (也 + 亏 ) 的 同心 光滑 
圆 醒 内 运动 。 

例 6- 12 了 两 个 质量 均 为 mm = 1 的 质点 Mi,M; ,由 
一 长 为 : 的 刚 杆 连接 , 杆 的 质量 可 以 忽略 不 计 。 设 该 系统 ， 
只 能 在 铅 垂 平面 内 运动 , 目 杆 的 中 点 速度 必须 沿 杆子 方 
向 如 图 6 - 16, 试 建立 该 系统 的 阿 贝尔 方程 。 

解 。” 取 系 统 的 直角 坐标 参数 为 


Trl Try 


到 系统 的 广义 坐标 参数 为 
Typ 0 
直角 坐标 空间 内 的 约束 方程 为 四 
(cz 一 (1) 
(za — E(t yy y+) = 人 0 (2) 
直角 坐标 和 广义 坐标 间 的 变换 关系 式 为 


ri = 了 工 一 二 oosg 
{ . 
yy = yy” sng 
加 


4 
Y? 二 了 十 可 Sm 有 


经 过 坐标 变换 非 完 整 约束 方程 (2) 可 表 为 

3 tanp=0 
由 于 存在 一 个 非 完整 约束 方程 ,所 以 准 速度 的 个 数 应 取 为 3--+ 即 2 个 , 取 准 速度 为 亏 , 节 , 广 
义 速度 和 准 速 度 同 的 线性 关系 式 设 为 


= cosg 
y= eing 
j= 5 
求 一 次 导数 有 
= eosgp -i ¢ sing 
y= Tsing + gw cosp 
= 
系统 的 加 速度 能 为 


S = 证 m( 二 + 闻 )+ 羡 ma 人 (如 + 中) 


”184 ， 分 煌 力学 


~ 2 + 条 + 9 二 人 
一 ++) 
设 对 应 于 准 坐 标的 广义 力 为 开 及 外 ,由 主动 力 的 虚 功 
Bo = 其 r+ Top 
=— mgdy! 一 mgdy? 
= 289y 
= 2gsingdn 
可 得 与 准 坐 标 相应 的 广义 力 为 
=- 2gsing;D = 0 
分 别 代入 阿 贝尔 方程 得 
2 X=-2gsing 


1 本 
地 p=0 


6.4 建立 动力 学 方程 的 Kane 方法 


到 目前 为 止 ,我 们 已 研究 了 一 些 基本 类 型 的 动力 学 方程 。 适 用 于 完整 系统 的 有 第 二 类 
Lagrange 方程 .Hamilton 正则 方程 ,适用 于 非 完整 系统 的 Lagrange 方程 .Apell 方程 等 这些 
方程 的 共同 特点 是 :由 表征 系统 运动 状态 的 某 函 数 (动能 ,Hamilton 函数 ,加 速度 能 等 ) 及 三 
义 力 按照 规定 的 微分 算 子 就 能 导出 ,思路 简捷 ,表达 也 简捷 是 其 一 大 优点 ,而 且 理 想 约束 的 
幼 束 力 不 出 现在 方程 中 ,其 中 特别 值得 称道 的 是 用 准 坐 标 表 达 的 方程 具有 很 大 的 概括 性 ,而 
且 方 程 的 结果 往往 很 简便 ,都 是 一 阶 方程 。 

由 于 以 土 原因 ,完整 及 非 完整 系统 动力 学 的 经 典 研究 不 仅 在 理论 上 而 且 在 应 用 上 都 有 
其 不 可 麻 灭 的 重要 意义 ,不 过 也 应 看 到 这 些 方程 的 不 足 之 处 ,主要 是 建立 了 动力 学 基本 函数 
后 ,还 需 经 过 微分 算 子 的 求 导 运 算 , 对 于 比较 复杂 的 系统 ,这 种 求 导 运 算 过 程 是 十 分 兄长 的 ; 
相对 而 言 ,Apell 方 程 中 的 微分 算 于 是 最 简单 的 ,但 建立 复杂 系统 的 Apsll 函数 亦 非 易 事 ,内 
此 需要 研究 建立 动力 学 方程 的 新 方法 ,以 达到 省 力 .灵活 ,便于 用 计算 机 处 理 的 目的 。 本 节 主 
要 介绍 的 Kane 方法 便 是 能 满足 上 述 要 求 的 方法 。Kane 方法 的 特点 是 : 

(1) 用 准 坐标 表达 ,所 有 方程 都 是 一 阶 微 分 方程 。 

(2) 进行 了 必要 的 运动 学 分 析 后 ,推导 方程 的 过 程 全 部 是 代数 运算 ,避免 了 求 导 运算 。 

(3) 本 方法 是 普遍 方法 ,适用 于 完整 系统 及 非 完整 系统 。 

鉴于 以 上 特点 ,使 本 方法 很 容易 在 计算 机 上 进行 符号 推导 , 并 在 计算 机 上 进行 数值 积 


6.4.1 Kane 方程 及 转移 算 阵 


我 们 仍 考 虚 一 阶 线性 非 完整 力学 系统 ,由 上 节 的 内 容 有 
WP- 3) en =0 (6 ~ 49) 
1=1 x 


6 非 完整 系统 动力 学 方程 


我 们 可 以 将 上 面 的 方程 看 成 为 准 坐 标 下 的 动力 学 普遍 方程 ,这 里 令 


2 对 Or 
二 Sim, (> Bo bn 
z=| 1=1 1 


9 六 本 9 加 oe A 
i 


(6 — 62) 


(6 - 63) 


从 上 面 两 式 中 如 果 我 们 称 已 为 作用 于 系统 上 的 主动 力 对 立 于 8x, 上 的 广义 力 (或 称 为 
广义 主动 力 , 则 P' 应 为 系统 的 惯性 力 对 应 6x; 上 的 广义 力 (或 称 为 广义 惯性 力 ) ,那么 Apell 


方程 便 成 为 
P+P:=0 (R= 1,2, ,7 ) 


(6 — 64) 


”这 就 是 Kane 方 程 ,可 见 Kane 方程 实际 上 就 是 Apell 方程 的 一 种 变形 。Kane 方 法 的 主要 特点 
并 不 是 建立 以 上 的 所 谓 的 Kane 方 程 ,而 是 不 通过 建立 Apeil 葡 数 来 建立 动力 学 方程 我们 采 


用 如 下 直接 矩阵 计算 方法 。 记 
Sr = [8x Bry, rn 


dq 二 [6 
gr = [Sr ,gm ,Br 


呈 = xr,(g1,092."" 0, ) {s =']1,2,..…,3N) 


n ax, 
br, = > 36 


gg {5 = 1.2,.,3N) 
这 样 我 们 可 以 将 上 式 写 咸 
Br = Gog 
其 中 
9zijfagl 9.r1/9g; 2 azif9g | 
9rslag! gr … Arlog, 
3z3n19di 9.ranldgs aa 人 
式 (6 - 36) 
dq, 三 Sn (7 一 1 2 
hey 
可 表示 成 


Bg = BOx 
其 中 


(6 - 65) 
(6 - 66) 
(6 - 67) 
(1 ~ 14) 


(1 ~ 29) 


(6 - 68) 


(6 ~ 69) 


(6 - 36) 


(6 — 70) 
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p11 bi2 DLm 
B= | 和 所 ban (6 - 71) 
bt hrs Bn 
显 热 有 
Br = Kon {6 - 72) 
其 中 
: 天 1 Rl2 机 史 1m 
天 上 人 
K=GB=|, ,， . (6 - 73) 
3N.1 kan.2 “" kim.w 
我 们 将 KK 称 为 转移 矩阵 ,在 Kane 方程 中 起 着 关键 作用 ,这 样 便 有 
k= 2 (5 = 1,2,,3N isk = 1,2,°,m) (6 — 74) 
从 而 有 
P= Fk (k=1,2,,m) (6 - 75) 
P; = 六 (- 了 有 (k= 1,2,. ,1m) (6 ~ 76) 


由 此 可 见 , 只 要 知道 了 转移 矩 苗 所 我 们 就 可 以 从 系统 给 定 的 主动 力 和 惯性 力 直 接 给 出 P, 及 
P ,从 面 得 到 Kane 方程 ,它们 和 系统 的 附加 约束 方程 一 起 构成 了 系统 的 动力 学 方程 组 。 


6,4.2 Kane 矩阵 的 物理 意 光 
在 构成 Kane 方程 中 ,转移 矩阵 KK 起 着 重要 的 作用 ,为 了 说 明 K 阵 的 意义 ,注意 到 有 


其 中 
5 = 1,2,.",3N) (6 — 78) 


仅 是 广义 坐标 和 时 间 t 的 函数 ,而 与 准 速度 f ,fa ，… ,元 无 关 。 由 此 可 见 ,转移 炬 阵 KK 乃 是 
质点 速度 用 准 速度 表达 时 线性 部 分 的 系数 矩阵 ,而 剩 下 的 部 分 则 是 与 准 速度 无 关 的 项 ,在 
Kane 的 工作 中 , 称 系数 点 为 “ 偏 速度 ”。 

另外 ,我 们 来 注意 一 下 “ 偏 速度 ”的 计算 


二 
kx = 入 3 {5 = 1,2,,3N) (6 — 74) 


注意 到 


aft 大 
如 
三 3 (Re ve + Mc: Ww) 
了 tr OW ARe Ac 
= Re Fi c dR te EE J (6~ 87) 
而 且 第 二 项 为 
aF < .~ AF, 
-2 = cx de 
oF dM 
= 一 (re "Ti+ “ 5 元 ) (6 — 88) 
注意 在 推导 上 式 中 有 
dp _ 
50 (6 - 89) 
天 此 ,最 后 结果 是 
dpe 可 
P = Re .和 + Me 了 (6 — 90) 


将 上 式 中 的 主动 力 系 的 主 矢 和 主 矩 换 成 惯性 力 系 的 主 矢 和 主 矩 即 可 得 凯 恩 方程 中 的 广义 惯 
性 力 为 


Pi = Re FS + Me :BR (6 - 91) 

于 面 考虑 由 多 个 刚体 组 成 的 系统 。 

设 多 刚体 系统 内 共有 个 刚 体 ,系统 的 自由 度数 目 为 mm; 并 设 R,,M, ,RM 分 别 是 
作用 在 第 ;个 刚体 上 的 主动 力 系 及 惯性 力 系 向 其 质心 简化 的 主 矢 及 主 矩 ;wm 和 ww 分 别 是 第 ; 
个 刚体 的 质心 速度 和 角速度 ;人 ,为 系统 的 准 速 度 。 

由 式 (6 一 90) 及 式 (6 - 91) ,得 到 第 ; 个 刚体 的 广义 主动 力 及 广义 惯性 力 


= 有 6) 
Ps = R, + Ms (i=1,n = 1 ) (6 — 93) 
在 整个 系统 内 求 广义 主动 力 和 广义 惯性 力 之 和 ,分 别 得 
P = DR + Me (k= l,m) (6 - 94) 
P= RM (k = 1,°%,m) (6 - 95) 
信人 原始 的 凯 思 方程 ,得 到 


P+P:=0 {k= 1 ,1 ) 
式 中 的 系数 由 式 (6 - 94) , 式 (6 - 95) 决定 。 
例 6-13 图 6- 1 中 重量 为 王 三 棱柱 ABC 无 摩擦 地 在 光滑 水 平面 上 移动 , 重 避 的 


和 非 完整 系统 动力 学 方程 


勾 质 加 柱 治 着 AB 射 面 无 滑动 地 滚动 , 试 
用 饥 恩 方法 求 三 棱柱 的 运动 。 

解 三 棱柱 作 平 动 ,惯性 力 系 向 其 
质心 Cl 简化 得 一 合力 , 设 ABC 向 右 移动 
的 加 速度 为 ea , 则 馈 性 力 为 


Fi = Fa, = Sai {1) 


国 柱 作 平 面 运动 , 设 其 质心 C; 相对 
于 三 楼 柱 的 加 速度 为 a, , 则 其 绝对 加速 
度 为 a; = a, + a,, 于 是 , 回 柱 体 的 惯性 图 6 局 
力 系 向 C; 点 简化 的 惯性 力 为 


F, = 一 人 (ao + a,) = Sai ~ Sas 


同时 惯性 力 算 为 


Ms 一 一 >: = 起" “《 一 rk) = ok 
式 中 r 十 罚 桩 体 的 半径 ,s: 是 立柱 体 的 角 加 速度 。 
现 分 析 两 个 删 体 的 速度 情况 :三 棱柱 质心 C 的 速度 是 
Yl 三 Ul 
而 圆柱 体质 心 C, 的 速度 是 
LE WII 十 灿 一 WE 十 了 8 


式 中 * 是 斜面 AB 的 单位 向 是,w 是 相对 速度 ,圆柱 的 角速度 


7 三 一 tz 点 
辆 柱 相 对 三 棱柱 作 纯 滚动 有 
: UV, = wirs 
取 准 速度 为 
RL ws 一 人 
则 相应 于 i,s ,Kk 的 各 运动 学 量 改写 为 
vi = Rv = Ow = 人 0 
va = Rrvy = N,v = 0 
wa = 0 = Ow =— 到 
将 主动 力 改写 为 
Fi = 0F, = Psina, FF = 0 
PF = 0,F; = Qsine, Fy = 0 
将 惯性 力 ,惯性 力矩 改写 为 
Fa, =- 二 oa ,FA =~ Larcosa, Fas =0 
号 s 


点 


__Q Q 
Fy = Sa ~ Saoose, Fr ge go Pe = 0 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


{8) 


(9) 


{10) 


1% 人 


M = 0.M = 0, Mo = 知 o。 (11) 
下 面 求 偏 速度 ,ts = 1,2,…,9 k= 1,2) 
vl, dv api 加 
Il aR = ,k,l 9 = 0, ka 了 = 作 
= 222 - 3z2: _ zx _ 
ka Rl 1 ,ks | = 0, ks 可 元 ， =0 
_ ba， 2 _ 9 ewz, _ 
R71 9 = 0,Ea 一 9 三 们 ,由 yl = aa = 0 
9 v1, 可 了 Avi i 
由 1 Ee 一 0,&,, 一 9 一 和 ,下 3; 一 部 一 0 
0 va vn _ 
ka = FRE Oks -FE lke -3 -0 
Se dy, Na l 
kn = = 0,ke = Ti = 0, ko = ji = (12) 
将 式 (10y (11)、 (12) 代入 遍 站 方程 PtPpi=0 (k=1,2) 有 
Ey, Q, Q, os = 站 {13) 
8 a 8 
一 全， osa 一 Q, 一 E + 人 sina = 人 0 (14) 
8 8 2g8 
联 立 式 (12) (13) , 解 出 三 棱柱 的 加 速度 
al 一 一 人 Sin2c 【15) 


3(P + Q) ~ 2Qeos as 
其 方向 治 x 轴 负 方向 。 

另外 对 于 P, 和 Pi 的 计算 ,为 了 对 每 一 个 刚体 上 作用 的 主动 力 系 和 惯性 力 系 进行 简化 ， 
可 注意 有 如 下 的 功率 公式 ,对 于 完整 系统 及 一 阶 线性 非 完整 系统 ,其 给 定 力 的 总 功率 及 惯性 


力 的 总 功率 分 别 为 
3N 3 mH 
W= SF,2,= 2 FD ka Rte,) 
= y Fk i + DFc 
而 3 mn 
= > (D7 F, 2 Fe6,) 证 + YF 
= pi n+ Py Ry + ,+ P, re, + Se 《6 — 96) 
同样 惯性 力 总 功率 应 为 
W’ = Pir+Pi+ ,+P, i Hm, fe 《6 — 97) 


从 上 面 的 两 个 式 子 中 本 以 看 出 ,两 式 中 的 最 后 一 项 是 与 准 速 度 无 关 的 项 ， 这 样 我 们 可 以 暂时 
认为 作用 在 系统 上 的 主动 力 系 与 惯性 力 系 是 与 准 速度 无 关 的 ,这样 整 个 系统 的 主动 力 和 局 
性 力 总 功率 的 表达 式 冰 是 准 速 度 的 线性 式 ,而 相应 的 系数 就 构成 Kane 方 程 的 户 和 Pi ,这 可 
以 看 做 是 一 个 原则 ,在 应 用 Kane 方程 时 相当 重要 。 末 为 根据 它 ,我 们 在 计算 P; 和 P' 时 ,可 
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以 将 主动 力 系 和 惯性 力 系 必 任 意 简化 ,只 要 保持 “暂时 认定 作用 在 系统 上 的 主动 力 系 与 惯性 
力 系 是 与 准 速度 无 关 ” 这 个 假定 ,并 县 简化 前 后 的 总 功率 不 变 就 可 以 了 。 
Kane 方法 最 后 归结 为 广义 主动 力 和 广义 惯性 力 的 计算 ,因此 ,需要 研究 刚体 的 广义 主 


动力 及 广义 惯性 力 的 计算 方法 。 
很 定 我 们 研究 的 是 一 个 多 体系 统 , 总 共有 ! 个 刚体 ,那么 整个 系统 的 总 功率 有 
W= PW We= HW (6 - 98) 
工人 是 = 上 


其 中 W,,W; 是 标号 为 的 刚体 的 主动 力 功率 
和 惯性 力 功率 ,下 面 来 计算 Ws, , W',。 
假定 标号 为 #3 的 刚体 如 图 6 一 19 所 示 , 取 
Oxzyz 为 惯性 坐标 系 ,Ox yz 为 随同 口 , 做 平 
动 的 动 参考 系 ,O, 为 刚体 内 运动 已 知 的 点 即 
基点 ,并 设 其 为 力 系 的 简化 中 心 , 其 空间 矢 径 
为 rm ,另外 该 刚体 的 角速度 矢量 设 为 w, , 取 
刚体 内 一 质量 微 元 dm , 其 在 惯性 坐标 系 中 的 
疝 径 为 +, 在 动 坐 标 系 中 的 向 径 设 为 ,这 样 
质量 微 元 的 速度 为 
i= Fort wm Xr 《6 ~ 99) 
并 设 作 用 于 质量 福元 土 的 主动 力 微 元 为 fdv， 
设 刚 体 的 质量 密度 为 op, 根据 定义 有 图 6- 19 


W, = (6 - 100) 


w= et) do (6 - 101) 
将 以 上 各 式 代 入 人 W, ,Wi 的 表达 式 有 
w, = fo + 0 x )do 
= rod + fo, Cr x fdo 
= (fid) ro+o x Pas (6 ~ 102) 
记 刚体 上 主动 力 系 对 简化 中 心 O, 的 主 矢 为 FF , 主 矩 为 Mo , 则 上 式 可 表示 为 
W, = F,* fo + Mo,: oh， (6 - 103) 
同 理 可 得 
Wi = (— M, Pa) :rs + MO, ai (6 — 104) 
其 中 M, 是 标号 为 了 的 刚体 的 总 质量 , M2 是 刚体 ? 对 简化 中 心 O, 的 惯性 主 矩 .这 样 整个 系 
统 的 功率 可 将 多 个 刚体 累加 而 得 , 即 


中 
W= Ol (FE,: Po +Mo on) (6 ~ 105) 
= 1 


W’ = DO- M, Po) rs + MO * @,] {6 — 106) 
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只 要 我 们 能 够 将 每 个 刚体 的 Fo ,en 转换 为 准 速度 的 表达 式 ,并 暂时 认定 F,, Mo,，- 
M， 产 om ,MA 等 与 准 速度 无 关 ,那么 通过 求 和 ,整个 系统 的 多 ,W' 相应 于 式 (6 - 60)(6 - 
61) 的 表达 式 便 不 难得 到 ,这 时 由 于 整个 系统 的 理想 约束 力 不 做 功 ,所 以 在 计算 中 不 必 加 以 
考虑 ,根据 功率 公式 的 性 质 , 通 过 以 上 表达 式 的 系数 可 以 直接 得 到 Kane 方程。 


习 题 


6-1 设 质 点 和 和 也 在 空间 运动 时 ,4 点 的 速度 始终 指向 点 所 而 形成 一 个 最 简单 的 “ 追 
迹 系 统 ” ,如题 图 6 ~ 所 示 。 试 证 明 这 是 一 个 非 完整 系统 ,并 计算 其 自由 度 及 广义 坐标 数 。 

6 -2 质量 为 = 的 质点 在 其 重力 作用 下 , 沿 光 请 斜 商 运动 ,如 题 图 6 ~ 2 所 示 。 试 用 第 
一 类 拉 格 朗 日 方程 求 质点 的 运动 规律 及 斜面 的 约束 力 。 


是 图 6- 1 题 图 5- 2 


6-3 质量 为 wm 的 质点 在 其 重力 作用 下 ,在 一 半径 为 R 的 光滑 的 半球 面 上 运动 。 假 设 
开始 时 ,质点 在 半球 顶端 ,并 具有 水 平 初速 v6 ,如 图 6 -3 所 示 , 试 用 第 一 类 拉 格 良 日 方程 , 求 
质点 在 什么 位 置 离开 球面 ? 欲 使 质点 一 开始 运动 就 脱离 球面 , 问 wo 应 为 多 少 ? 
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6-4 如 题 图 6 - 4 所 示 消 轮 系统 , 定 滑轮 O 上 绕 有 绳 长 0 , 动 滑轮 B, 重 为 P ,其 上 
绕 有 强 长 /, ,绳子 均 不 可 伸 长 , 重 物 AA,C,D 的 重量 分 别 为 P ,Pi ,P,, 昌 Ps = P = P,P， 
= 4P ,P= 2P, 假 设 各 滑轮 大 小 不 计 , 全 为 理想 约束 。 试 用 第 一 类 拉 烙 朗 日 方程 求 系统 的 
运动 和 名 约束 力 。 

6 一 5 质量 为 m 的 质点 ,在 其 重力 作用 下 ,在 一 光滑 的 旋转 抛物 面 内 运动 ,如 题 图 6 -~ 
5 所 示 。 抛 物 面 方程 式 为 z* + y= pz,p 为 常数 。 试 用 罗斯 方程 求 质 点 的 运动 微分 方程 。 

6 一 6 质量 为 的 小 环 A, 套 在 光 请 的 杆 上 , 杆 绕 铝 垂 轴 以 等 角速度 旋转 成 圆锥 形 ， 
杆 与 铬 垂 轴 夹 角 为 ,如题 图 6 - 6 所 示 , 试 用 罗斯 方程 求 小 环 的 运动 及 其 所 受 的 约 东 力 。 


题 略 6-5 题 图 6 一 5 


6 一 7 质量 为 ,半径 为 > 的 均 质 圆 桶 ,从 倾角 为 e 的 斜面 上 无 滑动 地 滚 下 , 如题 图 6 
-了 所 示 , 试 用 罗斯 方程 求 圆 橘 的 角 加 速 疫 ,质心 加 速度 及 斜面 对 图 橘 的 廉 枕 力 。 

6-8 质量 为 和 ,半径 为 > 的 均 质 图 球 量 , 放 在 半径 亦 为 > 的 阅 定 球面 的 顶点 ,B 球 受 
一 微小 扰动 后 ,从 平衡 位 置 8 = 0 开始 滚动 ,如题 图 6 -8 所 示 , 设 球面 的 滑动 摩擦 系数 为 / 
= 小 .5, 试 用 罗斯 方程 求 也 球 开始 滑动 的 8 角 。 


题 图 6 一 7 题 图 6-8 
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6-9 车 轮 上 4 和 中 用 长 为 2 的 轴 通 过 轴承 相连 接 后 置 于 粗糙 水 平地 面 上 作 纯 滚动 ,如 
题 图 6 -9 所 示 。 以 AB 中 点 C 的 坐标 zx ,y, 和 AB 与 x 轴 的 来 角 g 以 及 A .B 两 轮 的 转角 8, ， 
Bs 为 广义 坐标 写 出 系统 的 约束 方程 ,并 由 此 证 明 C 点 的 速度 只 能 垂直 于 AB。 

6-10 希 立 克 测 振 仪 如 题 图 6 - 10 所 示 , 设 bt > (a 一 5)* , 求 在 输 和 鲜 位 置 附近 作 微 振 
动 的 微分 方程 和 振动 周期 。 


题 图 -9 题 图 566- 10 


6 -1 三 棱柱 A, 可 说 三 棱柱 8B 的 光滑 的 射 面 滑动 ,而 B 又 可 在 光滑 的 水 平面 上 滑 
动 ,如 题 图 6 - 11 所 示 , 设 4, 了 B 各 重 为 了 和 入 ,开始 时 系统 静止 ,试用 阿 浏 尔 方程 未 三 棱柱 
B 的 加 速度 。 

6 -12 质量 为 mp 的 均 质 细 管 被 弯 成 半径 为 的 圆 环 ,可 绕 其 边缘 上 -- 四 定点 在 其 自 
身 平面 内 摆动 ,管内 有 一 质量 为 m 的 质点 任 其 滑动 ,如 题 图 6 - 12 所 示 。 摩 撩 不 计 , 试 用 阿 
沛 尔 方程 求 其 运动 微分 方程 。 


Se 


| “~ 


题 图 6 一 11 是 图 6 - 12 


6~13 内 外 半径 分 别 为 p 和 R 的 空心 圆柱 ,质量 为 M ,可 在 半径 为 只 的 固定 圆 桶 内 清 
动 , 另 一 质量 为 六 ,半径 为 的 均 质 圆柱 4 又 在 空心 圆柱 内 作 纯 滚动 ,如 题 图 6- 13 所 示 , 取 
9 .py 为 广义 坐标 ,试用 阿 沛 尔 方 程 列 出 系统 的 运动 微分 方程 。 

6 一 14 半径 为 及 ,质量 为 M 的 圆 盘 ( 视 为 均 质 ) 沿 水 平 直 线 轨 道 作 纯 滚 动 ,在 加 盘面 
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